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PREDGOVOR 

Vo ovaa kniga se obraboteni osnovnite metodi za tehni~ki 
analizi na elektroenergetskite sistemi. Izlo`enite metodi se 
presmetkovni. So cel tie podobro da se sovladaat, vo rakopisot e 
vklu~en i opredelen broj kompletno re{eni primeri, preku koi e de-
monstrirana prakti~nata primena na obrabotuvanite metodi. Pri-
sustvoto na re{enite primeri zna~itelno go zgolemi obemot na 
knigata. 

Recenzentite na rakopisot, prof. d-r Mom~ilo Bogdanov i 
prof. d-r Risto A~kovski, vlo`ija golem trud detalno da go analizi-
raat izlo`eniot materijal. So pove}e konstruktivni uka`uvawa 
tie pridonesoa da se otstranat nekoi nedoslednosti. Ja koristime 
i ovaa prilika da im zablagodarime. 

Jazi~nata redakcija na rakopisot ja izvr{i gospo|ata Alena 
Georgievska. Nejze sme £ blagodarni za osmislenite predlozi za podob-
ruvawe oddelni formulacii. 

Mu se zablagodaruvame na izdava~ot, Elektrotehni~kiot fa-
kultet vo Skopje, za gri`ata okolu obezbeduvaweto uslovi za izda-
vaweto na ovoj trud. Blagodarnost mu izrazuvame na JP "Elektro-
stopanstvo na Makedonija# koj{to finansiski go potpomogna izda-
vaweto na trudot. 

Osobena blagodarnost im dol`ime na na{ite soprugi za niv-
nata pove}egodi{na poddr{ka, razbirawe i sozdavawe atmosfera ne-
ophodna za realizacija na vaka slo`eni kreativni potfati. 

 

Dekemvri 1996     Avtorite 
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1. VOVED 

Vo ovoj trud se obraboteni metodite za presmetka na naponi na 
jazlite (sobirnicite) na elektroenergetskite sistemi vo stacionar-
nite re`imi na nivnata rabota i metodite za presmetka na struite i 
naponite pri kusi vrski. Metodite se odnesuvaat na uramnote`eni 
trifazni elektroenergetski sistemi. Po presmetuvaweto na naponite 
na jazlite mo`e da se presmeta optovaruvaweto na sekoj element na 
sistemot. Po zavr{uvawe na tie presmetki se veli deka e poznata 
raspredelbata na optovaruvawata vo sistemot. 

Za presmetuvawe naponi na jazlite na eden elektroenergetski 
sistem e potrebno da se izvr{at golem broj presmetkovni operacii. Vo 
po~etocite na elektrifikacijata takvata analiza ~ovekot mo`el da ja 
izveduva bez pomo{ni sredstva, bidej}i sistemite bile mali, so edno-
naso~en napon i so edno naponsko nivo.   

Natamo{niot razvoj na elektrifikacijata nastanuva po vove-
duvaweto na naizmeni~niot napon. Postapno se voveduvani povisoki i 
povisoki naponi. Taka ve}e vo prvite decenii na ovoj vek se gradat 
elektroenergetski sistemi so nekolku naponski nivoa i so golem broj 
elementi. Za izveduvawe na presmetkite na naponite vo takvite siste-
mi bilo potrebno da se izvr{at tolku golem broj presmetkovni opera-
cii {to in`enerite ne mo`ele da gi izvr{at za prifatlivo vreme. 
Toa bilo povod da se pobaraat pomo{ni sredstva. 

Prvite takvi pomo{ni sredstva bile analogni modeli na real-
nite elektroenergetski sistemi. Vo tie modeli sekoj element na elek-
troenergetskata mre`a bil pretstavuvan so otpornik so soodvetna 
otpornost. Generatorite bile pretstavuvani so soodvetni izvori na 
ednonaso~en napon. Poradi toa takvite modeli bile narekuvani mre`-
ni analizatori za ednonaso~na struja. Koristej}i ja teorijata na 
sli~nosta za goleminite na elektroenergetskiot sistem so naizme-
ni~na struja i negoviot model so ednonaso~na struja, izmerenite napo-
ni i strui na modelot bile konvertirani vo naponi i strui vo sood-
vetni to~ki na elektroenergetskiot sistem. So pomo{ na tie analiza-
tori mo`ele da se pravat pribli`ni analizi na naponskite priliki i 
na raspredelbata na optovaruvawata za sistemite od poniskite na-
poni, kaj koi mo`elo da se zanemari vlijanieto na kapacitivnosta na 
energetskite vodovi i faktorot na mo}nost mo`el da se smeta za edna-
kov kaj site elementi. Pri analiza na kusite vrski ovie analizatori 
davale prifatlivi rezultati i vo slu~aj na mre`i so povisoki naponi. 
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Razvojot na potro{uva~kata uslovil da se vovedat u{te povi-
soki naponi i da se gradat poslo`eni sistemi so naizmeni~ni naponi. 
Pri analizata na takvite sistemi ne mo`ele da se prifatat zanemaru-
vawata na kapacitivnostite na vodovite, nitu pretpostavkata za ed-
nakvost na faktorot na mo}nost kaj site elementi na sistemot. Toa 
zna~i deka so pomo{ na mre`niot analizator za ednonaso~na struja ne 
mo`ele da se dobijat zadovolitelno dobri vrednosti za naponite, stru-
ite i mo}nostite na elektroenergetskiot sistem. 

Poradi toa, koristej}i ja teorijata na sli~nosta, se pristapilo 
kon izrabotka na novi analogni modeli. Vo niv elementite na 
elektroenergetskata mre`a bile pretstavuvani so soodvetni vrski na 
rezistivni, induktivni i kapacitivni elementi na modelot. Elektro-
energetskite izvori bile modelirani so soodvetni generatori za naiz-
meni~en napon. Ottuka proizleguva i imeto na tie modeli: mre`ni 
analizatori za naizmeni~na struja. 

Od vtorata polovina na dvaesettite godini na dvaesettiot vek, 
pa sÚ do sredinata na pedesettite godini na istiot vek, mre`nite 
analizatori za naizmeni~na struja bile nezamenlivo sredstvo za ana-
liza na slo`enite elektroenergetski sistemi. Ovie analizatori bile 
koristeni kako za analizite pri planiraweto i proektiraweto na raz-
vojot na elektroenergetskite sistemi taka i za analizite vo vrska so 
eksploatacijata na postojnite sistemi. 

Pri koristeweto na mre`nite analizatori baranite rezultati 
se dobivale preku merewa na naponite i struite na modelot i sood-
vetno sveduvawe na izmerenite vrednosti. Ovaa rabota barala osobena 
vnimatelnost i sistemati~nost na personalot, no, i pri tie uslovi, za 
sekoja analiza bilo potrebno zna~itelno vreme. 

Zatoa se vlo`uvani napori za iznao|awe poefikasni pomo{ni 
sredstva, koi bi se koristele za analiza na elektroenergetskite sis-
temi i so ~ija primena bi se namalile {ansite na pravewe gre{ki, a 
potrebnoto vreme bi se skratilo. 

Takvo pomo{no sredstvo in`enerite dobile vo sredinata na 
pedesettite godini na dvaesettiot vek. Toga{ se pojavile komerci-
jalni digitalni smeta~ki ma{ini (digitalni kompjuteri) ~ija gole-
mina na centralnata edinica i brzina na izveduvaweto na presmetkov-
nite operacii ovozmo`uvaa tie uspe{no da mo`at da se koristat pri 
analiza na pogolemi elektroenergetski sistemi. 

Ottoga{ se intenzivira prou~uvaweto i razvivaweto na mate-
mati~kite modeli na elektroenergetskite sistemi, za razni uslovi na 
nivnata rabota i za razli~ni celi, kako i prou~uvaweto i razvivaweto 
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na soodvetni numeri~ki metodi za re{avawe na matemati~kite modeli. 
Toj proces ne se smeta za zavr{en. Postojano sme svedoci na novi 
pridonesi na na{ite sovremenici, naso~eni kon formirawe podobri 
matemati~ki modeli ili poefikasni numeri~ki postapki za re{avawe 
na postojnite matemati~ki modeli. 

Sovremenite digitalni kompjuteri im ovozmo`uvaat na in`e-
nerite efikasno i ekonomi~no da gi izvr{uvaat rutinskite presmet-
ki, potrebni pri planiraweto, proektiraweto i eksploatacijata na 
elektroenergetskite sistemi. So toa na in`enerot pove}e vreme mu 
ostanuva za kreativna in`enerska rabota i za izrabotka na studii koi, 
poradi golemiot broj potrebni presmetuvawa, bez digitalni kompjute-
ri ne bile izvodlivi. Sega e daleku polesno, otkolku porano, da se kre-
iraat i da se analiziraat pove}e varijantni re{enija za razgleduvani-
ot problem i so toa da se sozdavaat uslovi za soodveten izbor. 

Vo ovoj trud pod terminot elektroenergetski sistem, dokolku 
poinaku ne e definirano, }e podrazbirame trifazen uramnote`en 
elektroenergetski sistem so prostoperiodi~ni naponi i strui. Pod 
terminot transformator }e podrazbirame energetski transformator. 

Razgleduvaweto }e se ograni~i samo na stacionarnite re`imi 
na elektroenergetskite sistemi. Nema da bidat razgleduvani ni mig-
novni ni maksimalni vrednosti na naponite i struite, tuku nivnite 
efektivni vrednosti. Poradi toa e soodvetno da gi koristime kom-
pleksnite impedancii i admitancii i kompleksnite pretstavnici na 
naponite i struite. Sledej}i ja praktikata vovedena vo teorijata na 
elektri~nite kola [8], oznakite na kompleksnite pretstavnici }e gi 
razlikuvame od drugite po toa {to }e gi podvlekuvame so crti~ka. 
Zna~i, so  Ui  }e go ozna~uvame kompleksniot pretstavnik na naponot 
na jazolot i, a Ui  e oznaka za efektivnata vrednost (modulot) na napo-
not na jazolot i. Osven toa, zaradi poednostavuvawe na tekstot, mnogu 
~esto, namesto kompleksen pretstavnik na naponot, }e bide napi{ano 
samo napon, a namesto kompleksen pretstavnik na strujata, }e bide 
napi{ano samo struja. 

Yvezdi~kata, kako goren indeks, ozna~uva konjugirana kom-
pleksna golemina. Bukvata T, kako goren indeks, ozna~uva transpo-
nirana matrica.  

Ako poinaku ne se naglasi, zemjata se zema kako referenten ja-
zol. Ako se koristi bez dodavki, terminot jazol e so isto zna~ewe kako 
i terminot nezavisen jazol definiran vo teorijata na elektri~nite 
kola. 
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I pokraj toa {to metodite izlo`eni vo ovoj u~ebnik se name-
neti i prilagodeni za kompjuterska presmetka, tie se ilustrirani so 
primeri vo koi{to presmetkite se praveni ra~no. Toa e napraveno so 
cel primerite da poslu`at za podobro razbirawe na samite metodi i 
da ovozmo`at, zaedno so dadenite blok-dijagrami, poednostavno izgot-
vuvawe na soodvetni kompjuterski programi. 

Pri analizata na elektroenergetskite sistemi naj~esto se ra-
boti so edini~ni vrednosti (per unit). Takviot pristap i tuka }e bide 
primenuvan, bez posebni teoretski obrazlo`enija. Pove}e za toa mo`e 
da se vidi vo literaturata (na primer [4, 12]). 

Vo iterativnite metodi za presmetka na naponite dozvolenata 
tolerancija, naj~esto, e pome|u 10−3 i 10−5 per unit. Zaradi toa presmet-
kite treba da se pravat so 6 do 7 zna~ajni cifri, pri {to zaokru`uva-
wata na me|urezultatite (koga presmetkite se izveduvaat ra~no) da se 
pravat {to e mo`no poretko. Ako presmetkite se pravat so pomo{ na 
kompjuter, dovolno e da se upotrebi t.n. edini~na preciznost (single 
precision), {to odgovara, zavisno od kompjuterot i programskiot jazik 
(preveduva~), na reprezentacija na realnite broevi so 6 do 7 zna~ajni 
cifri. Konstatacijata za zaokru`uvaweto na me|urezultatite va`i i 
za slu~aite koga presmetkite se pravat so pomo{ na kompjuter, zatoa 
{to, naj~esto, internata reprezentacija na realnite broevi kaj 
kompjuterite e so dvojno pove}e cifri, okolu 13 do 14 cifri ako se 
koristi edini~na preciznost. 

Mnogu se retki slu~aite koga dozvolenata tolerancija e pomala 
od 10−5 per unit. No, ako toa e potrebno, toga{ treba da se koristi pogo-
lema preciznost, na primer dvojna preciznost (double precision). Vo 
sprotivno, iterativniot proces mo`e da ne konvergira, iako proble-
mot e dovolno dobro definiran. 

Za podetalni informacii okolu na~inot na reprezentacija na 
realnite broevi i za problemite {to proizleguvaat od nivnata ogra-
ni~ena reprezentacija mo`e da se vidi vo soodvetnata literatura za 
upotrebeniot programski preveduva~ ili, na primer, vo [39]. 

Vo smisla na prethodnoto, vo tuka dadenite primeri, rezulta-
tite i me|urezultatite se zaokru`uvani na sedum zna~ajni cifri. 
Spored toa, ako istite primeri se re{at so pomo{ na kompjuter, 
mo`no e da ne se dobijat identi~ni rezultati, no razlikite, ako se 
javat, }e bidat mnogu mali. 
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2. OSNOVNI RAVENKI ZA TRIFAZNITE 
GRANKI I SISTEMI  

2.1. Op{to 

Osnovni elementi na eden trifazen elektroenergetski sistem 
se: trifazni generatori, trifazni transformatori, trifazni vodovi 
i trifazni potro{uva~i, odnosno priemnici. ]e se zadr`ime na 
slu~aite koga mo`e da se smeta deka elektroenergetskite vodovi ne se 
mnogu dolgi i za nivnoto pretstavuvawe e dovolno dobra pretstavata 
so π-ekvivalentna {ema, vo koja vrednostite na parametrite se pro-
porcionalni na dol`inata na vodot. Op{to zemeno, takviot vid {ema 
}e ja koristime i za drugite elementi na trifaznata mre`a. Vo π-
ekvivalentna {ema na eden element razlikuvame dva vida granki: 
nadol`ni i napre~ni. Nadol`nite granki me|usebno gi povrzuvaat 
jazlite na elementot. Napre~nite granki gi povrzuvaat jazlite na ele-
mentot so referentniot jazol. Grankata ~ii{to jazli se k i l, skrateno 
}e ja narekuvame granka k−l. 

2.2. Impedanciska i admitanciska forma 

Vo op{t slu~aj, edna trifazna granka mo`e da bide pretstavena 
vo impedanciska forma, kako na slikata 2.1, ili vo admitanciska for-
ma, kako na slikata 2.2. 

Zk-l
a,b,c

Ik-l
b

k-l
cE

Uk
b

Uk
c

k l
U b

l

U a
lUk

a k-lEaIk-l
a

k-lEb

Ik-l
c

U c
l

Uk
aU a

k-l = _ U a
l UkUk-l = _ Ul UkUk-l = _ Ul; ;

b b b c cc
 

Slika 2.1   Impedanciska pretstava na trifazna granka 

Da zabele`ime deka na slikite 2.1 i 2.2 e prika`ana samo po 
edna trifazna granka. No, taa ne e oddelena od drugite granki. Taa e 
del od sistemot i nejzinite strui i naponi se posledica kako na eksci-
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taciite i impedanciite (odnosno admitanciite) pridru`eni za nejzi-
nite fazi taka i od parametrite na drugite granki i na~inot na niv-
noto povrzuvawe vo sistemot. 

Na slikite 2.1 i 2.2 so k i l se ozna~eni jazlite na trifaznata 
granka. Za naponite na jazlite se upotrebeni slednive oznaki:  

U U Uk k k
a b c, ,  − naponite na fazite a, b i c, na jazolot k, sood-

vetno; 
U U Ul l l

a b c, ,  − naponite na fazite a, b i c, na jazolot l, sood-

vetno. 

Promenlivite pridru`eni kon trifaznata granka se: naponite 
na fazite na grankata i struite vo fazite na grankata. Na slikite 2.1 i 
2.2, kako i vo natamo{niot tekst, za promenlivite pridru`eni kon 
grankata k−l se upotrebeni slednive oznaki: 

U U Uk l k l k l− − −
a b c, ,  − naponite na grankata k−l, na fazite a, b i c, 

soodvetno; 
I I Ik l k l k l− − −
a b c, ,  − struite vo grankata k−l, na fazite a, b i c, 

soodvetno. 

Naponot na fazata a na grankata k−l e ednakov na razlikata 
pome|u naponot na fazata a kaj jazolot k i naponot na fazata a kaj jazo-
lot l. Analognoto va`i i za drugite dve fazi. Spored toa e: 

U U U

U U U

U U U

k l k l

k l k l

k l k l

−

−

−

= −

= −

= −

a a a

b b b

c c c .

 (2.1) 

Ako trifaznata granka e pretstavena vo impedanciska forma, 
nejzinite parametri se: naponite na naponskite generatori pridru-
`eni kon fazite i sopstvenite i me|usebnite impedancii na fazite. 
Sopstvenite i me|usebnite impedancii na fazite se pretstavuvaat so 
matrica na impedancii na trifaznata granka. Na slikata 2.1, za para-
metrite pridru`eni za trifaznata granka k−l se upotrebeni slednive 
oznaki: 

E E Ek l k l k l− − −
a b c, , − naponite na naponskite generatori na granka-

ta k−l, vo fazite a, b i c, soodvetno; 
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 Z k l−
a,b,c  − matrica na impedancii na trifaznata granka 

k−l. 

Matricata Zk l−
a,b,c  e kvadratna matrica od tret red. Prvata redi-

ca i prvata kolona soodvetstvuvaat na fazata a. Analogno, vtorata i 
tretata redica/kolona soodvetstvuvaat na fazite b i c. Dijagonalnite 

elementi na matricata Zk l−
a,b,c  se sopstveni impedancii na fazite na 

grankata k−l. Tie impedancii }e gi ozna~uvame so Zk l−
aa , Zk l−

bb  i Zk l−
cc , za 

fazite a, b i c, soodvetno. Vondijagonalnite elementi na matricata 

Zk l−
a,b,c  se me|usebni impedancii na fazite na trifaznata granka k−l. 

Taka, na primer, elementot Zk l−
ab  koj{to se nao|a vo prvata redica i 

vtorata kolona e ednakov na me|usebnata impedancija na fazite a i b 
na grankata k−l. Analognoto va`i i za drugite vondijagonalni elementi 

na matricata Zk l−
a,b,c . 

So vovedenite oznaki, za matricata na impedanciite na trifaz-
nata granka k−l, vo op{t slu~aj, mo`eme da napi{eme: 

Z

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z
k l

k l k l k l

k l k l k l

k l k l k l

−

− − −

− − −

− − −

=



















a,b,c

aa ab ac

ba bb bc

ca cb cc

 . (2.2) 

Od upotrebenite oznaki na slikite 2.1 i 2.2 se gleda deka 
oznakite na promenlivite i parametrite pridru`eni kon grankata k−l 
imaat dolen indeks k−l. Goleminite pridru`eni kon jazolot k imaat 
dolen indeks k, a goleminite pridru`eni kon jazolot l imaat dolen 
indeks l. Pripadnosta na goleminite kon fazite e ozna~ena so goren 
indeks a, b ili c.  

Ako trifaznata granka k−l ne e induktivno spregnata so drugi 
granki, vrskata pome|u nejzinite promenlivi i parametri vo op{t 
slu~aj mo`e da se izrazi so sledniov sistem ravenki: 

U E Z I Z I Z I

U E Z I Z I Z I

U E Z I Z I Z I

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

a a aa a ab b ac c

b b ba a bb b bc c

c c ca a cb b cc c

 

.

 (2.3) 
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Od ravenkite (2.3) se gleda deka promenlivite pridru`eni kon 
edna od fazite ne zavisat samo od goleminite pridru`eni kon taa 
faza. 

Prakti~no e da se vovedat matricite: 

U

U

U

U
k l

k l

k l

k l

−

−

−

−

=



















a,b,c

a

b

c

 , (2.4) 

E

E

E

E
k l

k l

k l

k l

−

−

−

−

=



















a,b,c

a

b

c

 , (2.5) 

I

I

I

I
k l

k l

k l

k l

−

−

−

−

=



















a,b,c

a

b

c

 . (2.6) 

So koristewe na matricite (2.2), (2.4), (2.5) i (2.6), sistemot 
ravenki (2.3) mo`e da se napi{e vo vid: 

U E Z Ik l k l k l k l− − − −+ = ⋅a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c  . (2.7) 

Vo slu~aj trifaznata granka k−l da e induktivno spregnata so 
trifaznata granka g−h, }e postojat me|usebni impedancii i mo`e da se 
napi{e matricata: 

Z

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z

k l g h

k l g h k l g h k l g h

k l g h k l g h k l g h

k l g h k l g h k l g h

− −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

=



















,

, , ,

, , ,

, , ,

a,b,c

aa ab ac

ba bb bc

ca cb cc

 . (2.8) 
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Vo matricata (2.8) elementot Zk l g h− −,
ab  pretstavuva me|usebna im-

pedancija na fazata a od grankata k−l i fazata b od grankata g−h. Ana-
logno e zna~eweto na drugite oznaki vo matricata (2.8). 

Koga trifaznata granka k−l e induktivno spregnata so trifazna-
ta granka g−h, za vrskata pome|u promenlivite i parametrite mo`e da 
se napi{e: 

U E Z I Z Ik l k l k l k l k l g h g h− − − − − − −+ = ⋅ + ⋅a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
,  . (2.9) 

Ako za sekoja granka na trifazniot elektroenergetski sistem se 
napi{e ravenka od vidot (2.9), }e se dobie sistem od ravenki. Toj sis-
tem go zapi{uvame vo matri~na forma na sledniov na~in: 

[ ] [ ] [ ] [ ]U E Z Ik l k l k l k l− − − −+ = ⋅a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c  . (2.10) 

Vo matri~nata ravenka (2.10) e: 

[ ]Uk l−
a,b,c  − matrica-kolona ~ii{to elementi se naponi na tri-

faznite granki, t.e. submatrici od vidot (2.4); 

[ ]Ek l−
a,b,c  − matrica-kolona ~ii{to elementi se naponi na na-

ponskite generatori na trifaznite granki, t.e. sub-
matrici od vidot (2.5); 

[ ]Ik l−
a,b,c  − matrica-kolona ~ii{to elementi se strui na tri-

faznite granki, t.e. submatrici od vidot (2.6); 

[ ]Zk l−
a,b,c  − matrica na impedanciite na trifaznite granki. Toa

e kvadratna matrica ~ii{to elementi se submatrici
so dimenzija 3×3. Po glavnata dijagonala se submat-
ricite {to pretstavuvaat matrici na impedancii na
trifaznite granki, t.e. submatricite od vidot (2.2), a
nadvor od glavnata dijagonala se submatricite {to
pretstavuvaat me|usebni impedancii na trifaznite
granki, t.e submatricite od vidit (2.8). Nekoi avtori
ovaa matrica ja narekuvaat matrica na impedancii na
primitivnata trifazna mre`a. 

Ako trifaznata granka e pretstavena vo admitanciska forma, 
kako na slikata 2.2, nejzinite parametri se: struite na strujnite gene-
ratori pridru`eni kon fazite i sopstvenite i me|usebnite admitan-
cii na fazite. Sopstvenite i me|usebnite admitancii na fazite pre-
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gledno se zapi{uvaat vo vid na matrica na admitancii na trifaznata 
granka. Na slikata 2.2 za parametrite na trifaznata granka se koris-
tat slednive oznaki: 

J J Jk l k l k l− − −
a b c, ,

 

− struite na strujnite generatori na grankata k−l, vr-
zani paralelno na fazite a, b i c, soodvetno; 

Yk l−
a,b,c  − matrica na admitanciite na trifaznata granka k−l. 

U

U
Y

k-l
a,b,c

Ik-l
a

Ik-l
b

Ik-l
c

k l

Uk
a

k
b

k
c U c

l

Ub
l

J

J

J

k-l
a

k-l
b

k-l
c

aUl

Uk
aU a

k-l = _ Ua
l UkUk-l = _ Ul UkUk-l = _ Ul; ;

b b b c cc
 

Slika 2.2   Admitanciska pretstava na trifazna granka    

Matricata Yk l−
a,b,c  e kvadratna matrica od tret red. Prvata re-

dica i prvata kolona soodvetstvuvaat na fazata a. Analogno, vtorata i 
tretata redica/kolona soodvetstvuvaat na fazite b i c. Dijagonalnite 
elementi na ovaa matrica se sopstveni admitancii na oddelnite fazi. 
Tie se ozna~uvaat so: Yk l−

aa , Yk l−
ab  i Yk l−

cc , za fazite a, b i c, soodvetno. 

Vondijagonalnite elementi na matricata Yk l−
a,b,c  se me|usebni admitan-

cii na fazite na trifaznata granka k−l. Taka, na primer, elementot 
Yk l−

ab , koj{to se nao|a vo prvata redica i vtorata kolona, e ednakov na 

me|usebnata admitancija na fazite a i b na grankata k−l. Analognoto 

va`i i za drugite vondijagonalni elementi na matricata Yk l−
a,b,c . 

So vovedenite oznaki za matricata na admitanciite na tri-
faznata granka k−l vo op{t slu~aj mo`eme da napi{eme: 



11 

Y

Y Y Y

Y Y Y

Y Y Y
k l

k l k l k l

k l k l k l

k l k l k l

−

− − −

− − −

− − −

=



















a,b,c

aa ab ac

ba bb bc

ca cb cc

 . (2.11) 

Ako trifaznata granka k−l e induktivno spregnata so trifaz-
nata granka g−h, toga{ postojat i me|usebnite admitancii prika`ani 
vo matricata: 

Y

Y Y Y

Y Y Y

Y Y Y

k l g h

k l g h k l g h k l g h

k l g h k l g h k l g h

k l g h k l g h k l g h

− −

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

=



















,

, , ,

, , ,

, , ,

a,b,c

aa ab ac

ba bb bc

ca cb cc

 , (2.12) 

kade {to so Yk l g h− −,
ab  e ozna~ena me|usebnata admitancija na fazata a od 

grankata k−l i fazata b od grankata g−h, itn.  

I vo slu~aj koga trifaznata granka e pretstavena vo admitan-
ciskata forma taa gi ima istite promenlivi kako i vo slu~aj na pret-
stavuvawe vo impedanciskata forma, t.e. promenlivite se: naponite na 
fazite i struite vo fazite. 

Ako trifaznata granka k−l, pretstavena vo admitanciskata for-
ma kako na slikata 2.2, ne e induktivno spregnata so drugi granki, vrs-
kata pome|u nejzinite promenlivi i parametri mo`e da se izrazi so 
sledniov sistem ravenki: 

I J Y U Y U Y U

I J Y U Y U Y U

I J Y U Y U Y U

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

a a aa a ab b ac c

b b ba a bb b bc c

c c ca a cb b cc c

 

.

 (2.13) 

Voveduvaj}i: 

J

J

J

J
k l

k l

k l

k l

−

−

−

−

=



















a,b,c

a

b

c

 (2.14) 
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i koristej}i gi ravenstvata (2.4), (2.6) i (2.11), sistemot ravenki (2.13) 
mo`e da se napi{e vo matri~na forma: 

I J Y Uk l k l k l k l− − − −+ = ⋅a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c  . (2.15) 

Dokolku postoi induktivna sprega pome|u trifaznite granki k−l 
i g−h, pri {to me|usebnite admitancii se kako vo ravenstvoto (2.12), 
namesto ravenkata (2.15) }e va`i ravenkata: 

I J Y U Y Uk l k l k l k l k l g h g h− − − − − − −+ = ⋅ + ⋅a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c
,  . (2.16) 

Ako ravenkite (2.7) i (2.15) se odnesuvaat na edna ista granka, 
toga{ vo dvete ravenki mora da bidat identi~ni soodvetnite matrici 
na struite vo fazite i na naponite na fazite. Vo toj slu~aj pome|u 
matricata na admitanciite na grankata i matricata na impedanciite 
na grankata va`i ravenstvoto: 

( )Y Zk l k l− −
−

=a,b,c a,b,c 1
 (2.17) 

i pome|u matricata na struite na strujnite generatori od admitan-
ciskata forma i matricata na naponite na naponskite generatori od 
impedanciskata forma va`i ravenstvoto: 

J Y Ek l k l k l− − −= − ⋅a,b,c a,b,c a,b,c  . (2.18) 

Ako za sekoja granka na razgleduvaniot sistem se napi{e po edna 
ravenka od vidot (2.16), }e se dobie sistem ravenki koj{to, vo matri~na 
forma, mo`e da se napi{e na sledniov na~in: 

[ ] [ ] [ ] [ ]I J Y Uk l k l k l k l− − − −+ = ⋅a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c  . (2.19) 

Vo ravenkata (2.19) matricite [ ]Ik l−
a,b,c  i [ ]Uk l−

a,b,c  se so isto zna-

~ewe kako i vo ravenkata (2.10). Pokraj toa, upotrebeni se i oznakite: 

[ ]Jk l−
a,b,c  − matrica kolona ~ii elementi se struite na strujnite

generatori na trifaznite granki, t.e. matrica kolo-
na ~ii{to elementi se submatrici od vidot (2.14); 
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[ ]Yk l−
a,b,c  − matrica na admitanciite na trifaznite granki. Toa

e kvadratna matrica ~ii{to elementi se submatrici
so dimenzija 3×3. Po glavnata dijagonala se submat-
ricite {to pretstavuvaat matrici na admitancii na
trifaznite granki, t.e. submatrici od vidot (2.11), a
nadvor od glavnata dijagonala se submatricite {to
pretstavuvaat me|usebni admitancii na trifaznite
granki, t.e submatrici od vidot (2.12). Nekoi avtori
ovaa matrica ja narekuvaat matrica na admitancii na
primitivnata trifazna mre`a. 

Ako ravenkite (2.10) i (2.19) se odnesuvaat na edna ista mre`a, 
toga{ e: 

[ ] [ ]( )Y Zk l k l− −
−

=a,b,c a,b,c 1
 (2.20) 

i 

[ ] [ ] [ ]J Y Ek l k l k l− − −= − ⋅a,b,c a,b,c a,b,c  . (2.21) 

2.3. Matrici na uramnote`eni trifazni granki  

Vo trifaznite sistemi e voobi~aeno transformatorite i vodo-
vite da se gradat kako uramnote`eni (simetri~ni) trifazni elementi. 
Pri presmetkite naj~esto se koristat π-ekvivalentni {emi na tie 
elementi. Vo tie {emi se uramnote`eni i nadol`nite i napre~nite 
granki. Neka k−l e edna takva trifazna granka. Vo matricata na impe-
danciite na taa granka }e bidat me|usebno ednakvi site elementi po 
glavnata dijagonala. Osven toa, i site elementi nadvor od glavnata 
dijagonala }e bidat me|usebno ednakvi. Zna~i, mo`e da se napi{e: 

Z Z Z Zk l k l k l k l− − − −= = =aa bb cc s  (2.22) 

i 

Z Z Z Z Z Z Zk l k l k l k l k l k l k l− − − − − − −= = = = = =ab bc ca ac cb ba m  . (2.23) 

Koristej}i gi relaciite (2.22) i (2.23), ravenstvoto (2.2) mo`e da 
se napi{e vo vid: 
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Z

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z
k l

k l k l k l

k l k l k l

k l k l k l

−

− − −

− − −

− − −

=



















a,b,c

s m m

m s m

m m s

 . (2.24) 

Isto taka i trifaznite generatori redovno se gradat kako uram-
note`eni. I kaj niv site sopstveni impedancii se me|usebno ednakvi, 
no site me|usebni impedancii ne se me|usebno ednakvi. Vsu{nost e: 

Z Z Z Zk l k l k l k l− − − −= = =aa bb cc s  , (2.25) 

Z Z Z Zk l k l k l k l− − − −= = =ab bc ca m1  , (2.26) 

Z Z Z Zk l k l k l k l− − − −= = =ac cb ba m2  . (2.27) 

So uva`uvawe na ravenstvata (2.25), (2.26) i (2.27), ravenstvoto 
(2.2) mo`e da se napi{e vo vid: 

Z

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z
k l

k l k l k l

k l k l k l

k l k l k l

−

− − −

− − −

− − −

=



















a,b,c

s m1 m2

m2 s m1

m1 m2 s

 . (2.28) 

Analognoto va`i i za matricata Yk l−
a,b,c . 

Vo ekvivalentna {ema na sinhron generator postojat i aktivni 
elementi. Tie se uramnote`eni strujni ili naponski generatori, pri 
{to va`i: 

E

E

E

E

E

a E

a E

a

a

Ek l

k l

k l

k l

k l

k l

k l

k l−

−

−

−

−

−

−

−=



















= ⋅

⋅



















=



















⋅a,b,c

a

b

c

a

a

a

a2 2

1

 , (2.29) 

odnosno 
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J

J

J

J

J

a J

a J

a

a

Jk l

k l

k l

k l

k l

k l

k l

k l−

−

−

−

−

−

−

−=



















= ⋅

⋅



















=



















⋅a,b,c

a

b

c

a

a

a

a2 2

1

 , (2.30) 

kade {to e: 

a = e
j23

π
 . (2.31) 

Dokolku se uramnote`eni site granki na edna mre`a, }e bidat 
uramnote`eni i site promenlivi pridru`eni za grankite. Toga{, sis-
temot ravenki (2.3) mo`e da se napi{e vo vid: 

U E Z I Z I Z I

U E Z I Z I Z I

U E Z I Z I Z I

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

+ = ⋅ + ⋅ + ⋅

a a s a m1 b m2 c

b b m2 a s b m1 c

c c m1 a m2 b s c

 

,

 (2.32) 

pri {to va`i ne samo ravenkata (2.29) tuku i ravenkite: 

U

U

U

U

U

a U

a U

a

a

Uk l

k l

k l

k l

k l

k l

k l

k l−

−

−

−

−

−

−

−=



















= ⋅

⋅



















=



















⋅a,b,c

a

b

c

a

a

a

a2 2

1

 (2.33) 

i 

I

I

I

I

I

a I

a I

a

a

Ik l

k l

k l

k l

k l

k l

k l

k l−

−

−

−

−

−

−

−=



















= ⋅

⋅



















=



















⋅a,b,c

a

b

c

a

a

a

a2 2

1

 . (2.34) 

Bidej}i e a3 1= , od ravenkata (2.34) se dobiva: 

I a Ik l k l− −= ⋅a b  , (2.35)  

I a Ik l k l− −= ⋅a c2  , (2.36) 
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I a Ik l k l− −= ⋅b c  , (2.37) 

I a Ik l k l− −= ⋅c b2  . (2.38) 

 So pomo{ na ravenkite (2.34) do (2.38), ravenkite (2.32) mo`at 
da se napi{at vo vid: 

U E Z I Z a I Z a I

U E Z a I Z I Z a I

U E Z a I Z a I Z I

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l k l k l

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

+ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

+ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅

+ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

a a s a m1 a m2 a

b b m2 b s b m1 b

c c m1 c m2 c s c

2

2

2

 

,

 (2.39) 

t.e. 

( )
( )
( )

U E Z a Z a Z I

U E Z a Z a Z I

U E Z a Z a Z I

k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l

k l k l k l k l k l k l

− − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

+ = + ⋅ + ⋅ ⋅

+ = + ⋅ + ⋅ ⋅

+ = + ⋅ + ⋅ ⋅

a a s m1 m2 a

b b s m1 m2 b

c c s m1 m2 c

2

2

2

 

,

 (2.40) 

Od ravenkite (2.40) se gleda deka vo ravenkata {to soodvetstvu-
va na fazata a figuriraat samo parametrite i promenlivite pridru-
`eni za taa faza. Istoto va`i i za ravenkite so koi e izrazena vrskata 
pome|u parametrite i promenlivite na drugite dve fazi. Zna~i, for-
malno kako da nema induktivna sprega pome|u fazite na grankata. Od 
tuka proizleguva deka trifaznata granka, so induktivna sprega pome|u 
fazite, so uramnote`eni parametri i uramnote`eni promenlivi, mo-
`e da se razgleduva kako mno`estvo od tri ednofazni granki pome|u 
koi nema induktivna sprega, a sekoja od niv ima sopstvena impedancija 
opredelena so ravenkata: 

Z Z a Z a Zk l k l k l k l− − − −= + ⋅ + ⋅( )1 s m1 m22  . (2.41) 

Impedancijata Z k l−
( )1  se narekuva impedancija na trifazna uram-

note`ena granka za direkten redosled. 

Vsu{nost, ako trifaznata granka e so induktivna sprega pome|u 
fazite, no nejzinite parametri i nejzinite promenlivi se uramnote-
`eni, toga{ namesto pretstavata kako na slikata 2.1 mo`e da se ko-
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risti pretstavata kako na slikata 2.3. Za pretstavata kako na slikata 
2.3 se veli deka vo nea fazite se ìraspregnatií. 

k-l
cE

k-lE

k-lE

b

a

k l

U c
l

Ub
l

Ua
l

Zk-l
(1)

Zk-l
(1)

Zk-l
(1)

Uk
a

Uk
b

Uk
c

Ik-l
a

Ik-l

Ik-l
c

b

 

Slika 2.3   Pretstava na uramnote`ena trifazna granka 

Ako trifaznata granka k−l se odnesuva na vod ili transforma-
tor, toga{ e: 

Ek l− =



















a,b,c

0

0

0

 (2.42) 

i 

Z Z Zk l k l k l− − −= =m1 m2 m  . (2.43) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (2.42) i (2.43), kako i ravenstvoto: 

1 02+ + =a a  , 

od ravenkite (2.40) se dobiva: 

( )
( )
( )

U Z Z I

U Z Z I

U Z Z I

k l k l k l k l

k l k l k l k l

k l k l k l k l

− − − −

− − − −

− − − −

= − ⋅

= − ⋅

= − ⋅

a s m a

b s m b

c s m c

 

.

 (2.44) 

Od ravenkite (2.44) proizleguva deka, vo ovoj slu~aj, impedanci-
jata za direkten redosled e: 

Z Z Zk l k l k l− − −= −( )1 s m  . (2.45) 
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Vrz osnova na sistemot ravenki (2.44) zaklu~uvame deka i vo 
slu~aj koga trifaznata uramnote`ena granka se odnesuva na vod ili 
transformator mo`e da se koristi pretstavata prika`ana na slikata 
2.3, pri {to se uva`uvaat ravenkite (2.42) i (2.45). 

Od prethodnoto proizleguva deka, nezavisno od toa na koj vid 
element na uramnote`ena trifazna mre`a se odnesuvaat, site trifaz-
ni granki mo`at da se pretstavat so {ema kako na slikata 2.3. Bidej}i 
vo takvata pretstava ne postoi induktivna sprega pome|u fazite, ne e 
te{ko da se zaklu~i deka trifaznata mre`a mo`e da se razgleduva kako 
da e sostavena od tri monofazni mre`i, pome|u koi nema sprega. Seko-
ja od tie monofazni mre`i soodvetstvuva na edna od fazite. 

Bidej}i vo uramnote`en trifazen sistem pome|u promenlivite 
pridru`eni kon fazite va`at ravenkite (2.33) i (2.34), sosema e dovol-
no pri analiza na sistemot da se opredelat samo promenlivite pridru-
`eni kon edna od fazite. Voobi~aeno e toa da se pravi za fazata a, 
preku analiza na monofazniot sistem pridru`en kon taa faza. Poradi 
toa vo natamo{nite razgleduvawa }e pretpostavuvame deka trifazniot 
sistem e uramnote`en i analizite }e gi izveduvame na soodveten mono-
fazen sistem. 

Vo pretstavata kako na slikata 2.3 mo}nosta vo edna od fazite e 
ednakva na edna tretina od mo}nosta na soodvetnata trifazna granka. 
Od druga strana, efektivnata vrednost na naponot na jazolot k vo mo-
nofazniot model e 3  pati pomala od efektivnata vrednost na me|u-
fazniot napon na toj jazol vo trifazniot sistem. Istoto va`i i za na-
ponite kaj drugite jazli vo sistemot i za mo}nostite na drugite granki. 

So cel preku analiza na soodvetniot monofazen sistem direkt-
no da se dobivaat rezultati zna~ajni za praktikata, toj sistem se modi-
ficira i se narekuva monofazen model na trifazen uramnote`en sis-
tem. Modifikacijata se sostoi vo toa {to site ekscitacii se zemaat 
so 3  pati pogolema efektivna vrednost. So toa se postignuva: 

• mo}nostite na grankite vo monofazniot model da bidat ed-
nakvi so mo}nostite na soodvetnite trifazni granki; 

• naponite na jazlite vo monofazniot model da bidat ednakvi so 
me|ufaznite naponi na soodvetnite jazli na trifazniot sis-
tem; 

• struite vo monofazniot model da bidat so 3  pati pogolema 
efektivna vrednost od faznite strui vo soodvetniot trifa-
zen sistem. 
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Na toj na~in, edna uramnote`ena trifazna granka kako na sli-
kata 2.3 ja prika`uvame so {emata kako na slikata 2.4.  

Ik-l k-lEk lZk-l

lUUk

Ik-lk

k-l
Uk

l

lU

k-lJ

Y

 
a) Impedanciska forma                               b) Admitanciska forma 

Slika 2.4   Monofazni modeli na trifazna uramnote`ena granka 

Pome|u parametrite i promenlivite na slikite 2.3 i 2.4 va`at 
slednive relacii: 

U Uk k= ⋅3 a  , (2.46) 

E Ek l k l− −= ⋅3 a  , (2.47) 

J Jk l k l− −= ⋅3 a  , (2.48) 

Z Y Zk l
k l

k l−
−

−= =1 ( )1  , (2.49) 

I Ik l k l− −= ⋅3 a  . (2.50) 

Ravenkata {to ja izrazuva vrskata pome|u parametrite i promen-
livite na grankata k−l na monofazniot model mo`e da se napi{e vo vid: 

I J Y Uk l k l k l k l− − − −+ = ⋅  . (2.51) 

Ako za sekoja granka od monofazniot model se napi{e ravenka 
od vidot (2.51), }e se dobie sistem ravenki. Vo matri~na forma toj 
sistem mo`e da se napi{e na sledniov na~in: 

[ ] [ ] [ ] [ ]I J Y Uk l k l k l k l− − − −+ = ⋅  . (2.52) 

Matricite [ ]Ik l− , [ ]Jk l−  i [ ]Uk l−  se matrici koloni ~ii elemen-

ti se struite vo grankite, struite na strujnite generatori i naponite 
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na grankite, soodvetno. Matricata [ ]Yk l−  e kvadratna matrica. Nejzi-

nite elementi po glavnata dijagonala se sopstvenite admitancii na 
grankite za direkten redosled, a drugite se me|usebni admitancii za 
direkten redosled. Nekoi avtori ovaa matrica ja narekuvaat matrica 
na admitancii na primitivna mre`a. 

Za visokonaponskite sistemi e naj~esto prifatliva pretpos-
tavkata za uramnote`enost na site nivni elementi, vklu~uvaj}i gi tuka 
i potro{uva~ite. Zatoa, so cel da se uprostat presmetkite, pri anali-
za na tie sistemi e voobi~aeno da se koristat nivnite monofazni mo-
deli, bez toa posebno da se naglasuva. Toa }e se primenuva i vo nared-
nite poglavja na ovaa kniga. Zna~i, ako posebno ne se naglasi poinaku, 
koga velime elektroenergetski sistem podrazbirame monofazen model 
na trifazen uramnote`en sistem. 
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3. MATRICI NA ELEKTROENERGETSKITE 
SISTEMI 

3.1. Op{to 

Prviot ~ekor vo analizata na eden elektroenergetski sistem e 
sostavuvawe soodveten matemati~ki model. Modelot mora da gi zema 
predvid elektri~nite karakteristiki na sekoj element na sistemot i 
da go uva`uva na~inot na koj elementite se me|usebno povrzani. 

Na{eto vnimanie }e bide svrteno kon elektroenergetski siste-
mi vo ~ij sostav vleguvaat desetici i stotici elementi. Pri analiza 
na takvite sistemi mora da se operira so golem broj parametri i pro-
menlivi, a golem e i brojot na matemati~kite operacii {to treba da se 
izvr{at za da se dobie baraniot rezultat. Zatoa e potrebno, u{te pri 
sostavuvaweto na matemati~kiot model, da se nastojuva modelot da bi-
de napi{an vo pregledna forma, prilagoden za efikasna obrabotka na 
kompjuter. 

Takviot uslov go ispolnuvaat matemati~kite modeli vo matri~-
na forma i zatoa tie steknaa {iroka primena pri analizata na slo`e-
nite elektroenergetski sistemi. Vo tie modeli, vo vid na matrici, se 
zapi{uvaat promenlivite (pridru`eni kon jazlite, grankite ili kon-
turite), podatocite za elektri~nite parametri na elementite na sis-
temot i informaciite za nivnata povrzanost. 

Vo ova poglavje }e se osvrneme na osnovnite matrici na eden 
elektroenergetski sistem. Podocna tie matrici }e gi koristime pri 
razvivaweto na matemati~kite modeli na postavenite problemi. 

3.2. Graf na elektroenergetski sistem 

Za opi{uvawe na geometriskata struktura na sistemot e dovol-
na pretstavata vo koja sekoj negov element se pretstavuva so liniski 
segment. [emata dobiena na toj na~in se narekuva graf na sistemot. 
Grafot dava informacija za toa kako se povrzani elementite na siste-
mot, no ne dava nikakva informacija za nivnite elektri~ni karakte-
ristiki. 

Na slikata 3.1 e prika`an monofazen model, t.e. ednopolna 
{ema na eden ednostaven elektroenergetski sistem. Na slikite 3.2 e 
prika`an grafot na sistemot od slikata 3.1. 
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1 2 3

4

 
Slika 3.1   Ednopolna {ema na ednostaven elektroenergetski sistem 

1 2 3

4

0  
Slika 3.2   Voobi~aena forma na grafot za sistemot od slikata 3.1 

Liniskite segmenti na grafot se narekuvaat granki, a nivnite 
krai{ta se narekuvaat jazli. Za jazolot se veli deka à pripa|a na edna 
granka, ako se nao|a na nejziniot kraj. Eden jazol mo`e da im pripa|a 
na pove}e granki. 

Sekoe podmno`estvo na grankite na grafot se narekuva subgraf. 
Subgraf od povrzani granki, vo koj ni eden jazol ne im pripa|a na pove-
}e od dve granki, se narekuva pat. Ako vo patot sekoj od jazlite im pri-
pa|a na dve granki, patot se narekuva zatvoren. Za grafot se veli deka e 
povrzan, ako i samo ako postoi pat pome|u sekoj par na negovite jazli. 
Ako na sekoja granka na grafot à e definirana nasokata, grafot se 
vika orientiran (slika 3.3). 

Povrzan subgraf {to gi sodr`i site jazli na soodvetniot povr-
zan graf, no ne sodr`i ni eden zatvoren pat, se vika steblo. Za grafot 
od slikata 3.2 edno od mo`nite stebla e prika`ano na slikata 3.3. Na 
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slikata 3.3 grankite na stebloto se nacrtani so neisprekinati linii. 
Sekoja granka na povrzaniot subgraf {to ne e granka na stebloto se 
narekuva spojnica. Spojnicite na eden graf formiraat subgraf nare-
~en komplement na steblo ili kosteblo. Komplementot na stebloto na 
eden povrzan graf ne mora da bide povrzan subgraf. Na slikata 3.3 
spojnicite se nacrtani so isprekinati linii. 

1 2 3

4

0  
Slika 3.3   Primer na steblo i kosteblo na grafot od slikata 3.2 

Ako kon stebloto na grafot se dodade edna spojnica, se obrazuva 
zatvoren pat nare~en kontura. So dodavawe na sekoja sledna spojnica 
se formira edna ili pove}e dopolnitelni konturi. 

3.3. Matrica na povrzuvawe  

Pripadnosta na jazlite kon grankite na eden graf pogodno se 
prika`uva so pomo{ na matrica nare~ena matrica na povrzuvawe ili 
matrica na incidencija. Taa matrica ima tolku redici kolku {to ima 
granki vo grafot na koj se odnesuva i ima onolku koloni kolku {to ima 
nezavisni jazli vo grafot. 

Voobi~aeno e matricata na povrzuvawe da se ozna~uva so A. 
Elementite na ovaa matrica se: 

akl = 1, ako jazolot l à pripa|a na grankata k i orientacijata na 
grankata e od jazolot; 

akl = −1, ako jazolot l à pripa|a na grankata k i orientacijata na 
grankata e kon jazolot; 

akl = 0, ako jazolot l ne à pripa|a na grankata k. 
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Kako primer da navedeme deka za grafot od slikata 3.3 matrica-
ta na povrzuvaweto e: 

J a z l i

G

r

a

n

k

i

1 2 3 4

  A =

−

−

−

−

−

−































−

−

−

−

−

−

0 1

1 2

0 3

1 4

2 3

3 4

1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 1

0 1 1 0

0 0 1 1  

.

 

Matricata na povrzuvawe A ja dava kompletnata informacija za 
konfiguracijata na razgleduvaniot elektroenergetski sistem. No vo 
nea ne e sodr`an nikakov podatok za elektri~nite karakteristiki na 
elementite. Zatoa e potrebno da se definiraat i drugi matrici, vo koi 
}e bidat sodr`ani i tie informacii. 

3.4. Matrica na admitancii  
na elektroenergetskiot sistem 

3.4.1. Op{to 

Trgnuvaj}i od informacijata za topolo{kata struktura na sis-
temot, sodr`ana vo matricata na povrzuvawe, i od informacijata za 
elektri~nite parametri na grankite, sodr`ani vo matricata na admi-
tanciite na grankite, mo`e da se formira matrica na admitancii na 
elektroenergetskiot sistem vo koja se sodr`ani dvete informacii. 
Ovaa matrica e kvadratna i nejziniot red e ednakov so brojot na jazli-
te na sistemot, pri {to vo brojot na jazlite ne e vbroen referentniot 
jazol, koj{to vo slu~aj na elektroenergetskite sistemi naj~esto se ze-
ma deka e zemjata. 

Do matricata na admitanciite na elektroenergetskiot sistem 
mo`e da se dojde na nekolku na~ini. Eden od niv }e bide iznesen vo na-
tamo{noto izlagawe. Pritoa se pretpostavuva deka sekoj element na 
razgleduvaniot trifazen uramnote`en elektroenergetski sistem e 
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pretstaven so soodveten monofazen model vo admitanciska forma (ka-
ko na slikata 2.4 b). 

Najnapred, matri~nata ravenka (2.52) ja mno`ime matri~no odle-
vo so transponiranata matrica na povrzuvawe i dobivame: 

[ ] [ ] [ ] [ ]A A AT T T⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅− − − −I J Y Uk l k l k l k l  . (3.1) 

Ako razgleduvaniot elektroenergetski sistem ima n jazli i e 
granki, toga{ matricata A ima dimenzija e×n, matricata [ ]Yk l−  ima di-

menzija e×e, a matricite [ ]Ik l− , [ ]Jk l−  i [ ]Uk l−  imaat dimenzija e×1. Vo 

toj slu~aj proizvodot [ ]AT ⋅ −Ik l  e matrica kolona so n redici, po edna 

redica za sekoj jazol vo sistemot. Elementot {to se nao|a vo redicata 
k e algebarska suma na struite vo grankite na koi im pripa|a jazolot k. 
Bidej}i, spored Kirhofoviot zakon za strui, sekoja od ovie sumi e ed-
nakva na nula, proizvodot [ ]AT ⋅ −Ik l  e nulta matrica, t.e. mo`e da se 

napi{e: 

[ ]AT ⋅ =−Ik l 0  . (3.2) 

Analogno, matri~niot proizvod [ ]AT ⋅ −Jk l  e matrica kolona so n 

redici, po edna redica za sekoj jazol vo sistemot. Elementot {to se 
nao|a vo redicata k pretstavuva algebarska suma na struite na strujni-
te generatori od grankite na koi{to im pripa|a jazolot k. Ovaa alge-
barska suma ja narekuvame injektirana struja vo jazolot i ja ozna~uvame 
so Ik . Matricata kolona, ~ii{to elementi se injektiranite strui vo 

oddelnite jazli, }e ja ozna~ime kuso so I , t.e. 

[ ]A IT ⋅ =−Jk l  . (3.3) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (3.2) i (3.3), ravenkata (3.1) mo`e da 
se napi{e vo vid: 

[ ] [ ]I A= ⋅ ⋅− −
T Y Uk l k l  . (3.4) 

Da ja ozna~ime so U  matricata kolona so n redici, ~ii elementi 
se naponite na jazlite na elektroenergetskiot sistem (vo odnos na re-
ferentniot jazol). 
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Ne e te{ko da se proveri deka proizvodot na matricata na povr-
zuvaweto A  i matricata na naponite U  e ednakov na matricata na na-

ponite na grankite [ ]Uk l− , t.e. 

[ ]Uk l− = ⋅A U  . (3.5) 

Koristej}i ja ravenkata (3.5), ravenkata (3.4) mo`e da se napi{e 
vo vid: 

[ ]I A A U= ⋅ ⋅ ⋅−
T Yk l  , (3.6) 

od kade {to, po voveduvaweto 

[ ]Y A A= ⋅ ⋅−
T Yk l  , (3.7) 

dobivame: 

I Y U= ⋅  . (3.8) 

Vsu{nost, ravenkata (3.8) e matri~en zapis na sistemot nezavis-
ni ravenki {to vo teorijata na elektri~nite kola e poznat pod imeto 
ravenki na nezavisnite naponi [7]. 

Matricata Y , definirana so ravenkata (3.7), se narekuva matri-
ca na admitanciite na elektroenergetskiot sistem. Ovaa matrica e 
kvadratna, od n-ti red, i so nejzina pomo{ matricata na naponite na 
jazlite se transformira vo matricata na injektiranite strui vo jazli-
te. Realniot del na matricata na admitanciite na elektroenergetski-
ot sistem se ozna~uva so G  i se narekuva matrica na aktivni sprovod-
nosti na elektroenergetskiot sistem, a imaginarniot del na matricata 
na admitanciite na elektroenergetskiot sistem se ozna~uva so B  i se 
narekuva matrica na susceptanciite na elektroenergetskiot sistem. 
So tie oznaki mo`e da se napi{e: 

Y G B= + j  . (3.9) 

Sistemot ravenki, napi{an vo matri~nata forma (3.8), mo`e da 
se napi{e vo vid: 
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I Y U k nk kl l
l

n
= ⋅ =

=
∑  ;      

1
1, ,  (3.10) 

ili vo razviena forma: 

Y U Y U Y U Y U Y U I
Y U Y U Y U Y U Y U I

Y U Y U Y U Y U Y U I

Y U Y U Y U Y U Y U I

Y U

k k l l n n

k k l l n n

k k kk k kl l kn n k

l l lk k ll l n l

n

11 1 12 2 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =
⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅

ln

+ ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =Y U Y U Y U Y U In nk k nl l nn n n2 2

 

.

(3.11) 

Ako site jazli, osven jazolot k, kuso se povrzat so referentniot 
jazol, naponite na tie jazli }e bidat ednakvi na nula i sistemot raven-
ki (3.11) se sveduva na: 

Y U I
Y U I

Y U I

Y U I

Y U I

k k

k k

kk k k

lk k l

nk k n

1 1

2 2

⋅ =
⋅ =

⋅ =

⋅ =

⋅ = ,

  (3.12) 

od kade {to sleduva: 

Y
I

U l n l klk
l
k

= = ≠ ;       1, , ;  (3.13) 

i 

Y
I

Ukk
k
k

=  . (3.14) 
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Ravenkite (3.13) i (3.14) davaat mo`nost za utvrduvawe na fizi~-
koto zna~ewe na elementite na matricata na admitanciite na elektro-
energetskiot sistem. Taka, na primer, dijagonalniot element Ykk  e 

vlezna admitancija na elektroenergetskiot sistem, nabquduvana kaj ja-
zolot k, vo slu~aj koga site drugi jazli se kuso vrzani za referentniot 
jazol. 

Dokolku vo razgleduvaniot elektroenergetski sistem nema in-
duktivni spregi pome|u oddelnite granki, matricata na admitanciite 
na elektroenergetskiot sistem ednostavno se opredeluva so negovata 
inspekcija. Vo toj slu~aj: 

• elementot Ykk  e ednakov na sumata na admitanciite na site 

granki na koi im pripa|a jazolot k i 
• elementot Ykl  e ednakov na sumata na admitanciite na site 

granki {to direktno gi povrzuvaat jazlite k i l, so promenet 
znak.  

Postapkata za formirawe na matricata na admitancii na elek-
troenergetskiot sistem, so inspekcija na mre`ata, se sostoi od sled-
nive tri ~ekori. 

1. Site elementi od matricata Y  se izedna~uvaat so nula. Na 
redicite i kolonite na matricata Y  im se pridru`uvaat red-
ni broevi na nezavisnite jazli. 

2. Grankite od sistemot gi obrabotuvame edna po edna, pri {to 
se menuvaat soodvetnite elementi od glavnata dijagonala i, 
na primer, soodvetnite elementi nad glavnata dijagonala. 
Razlikuvame dva vida promeni. 

a) Ako ni eden od jazlite na obrabotuvanata granka k−l ne e 
referentniot jazol, se menuvaat slednive elementi od 
matricata Y : 

Y Y Zkk kk
k l( ) ( )nov star

= +
−

1  , (3.15) 

Y Y Zll ll
k l( ) ( )nov star

= +
−

1 ,  (3.16) 

Y Y Zkl kl
k l( ) ( )nov star

= −
−

1  , ako k l< ,  (3.17 a) 
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Y Y Zlk lk
k l( ) ( )nov star

= −
−

1  , ako l k<  . (3.17 b) 

b) Ako eden od krajnite jazli od obrabotuvanata granka k−l e 
referentniot jazol (na primer, k = 0 ), se menuva samo 
soodvetniot dijagonalen element od matricata Y  koj{to 
odgovara na drugiot jazol (l), pri {to e: 

Y Y Zll ll
l

= +
−

1
0

 . (3.18) 

3. Vondijagonalnite elementi pod glavnata dijagonala na matri-
cata Y  se ednakvi na soodvetnite elementi nad glavnata dija-
gonala, t.e. 

Y Yji ij= ;    i n j i n= = +1 1, , ; , ,   ;   (3.19) 

 kade so n e ozna~en brojot na nezavisni jazli vo sistemot. 

Poa|aj}i od ravenkite za presmetka na dijagonalnite i vondija-
gonalnite elementi, ne e te{ko da se poka`e deka sumata na elemen-
tite vo edna redica (ili kolona) e ednakva na sumata na admitanciite 
na grankite pome|u jazolot koj{to odgovara na soodvetnata redica i 
referentniot jazol. 

Za realnite elektroenergetski sistemi so golem broj jazli, ma-
tricata Y  ima mal procent na nenulti elementi, t.e. taa e retka matri-
ca. Osven toa, naj~esto, elektroenergetskite sistemi se recipro~ni*, 
poradi {to matricata Y  e simetri~na. 

3.4.2. Primer za formirawe na matricata na admitancii  
na elektroenergetskiot sistem 

Da se formira matrica na admitanciite na ednostavniot elek-
troenergetski sistem, za koj{to podatocite za impedanciite na gran-
kite se dadeni vo tabelata 3.1. 

R e { e n i e :  

                                                           
* Ako vo eden sistem se vklu~i naponski generator vo serija so edna granka i pritoa 

se opredeli strujata vo nekoja druga granka i ako taa struja e ednakva na strujata 
{to bi se javila vo prvata granka vo slu~aj istiot naponski generator da e vklu~en 
vo serija so vtorata granka, za sistemot se veli deka e recipro~en. 
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Ako jazolot 0 e usvoen za referenten jazol, dadeniot elektro-
energetski sistem ima ~etiri nezavisni jazli. Vrz osnova na podatoci-
te za topolo{kata struktura na razgleduvaniot sistem, navedeni vo ta-
belata 3.1, mo`e da se nacrta zamenskata {ema na sistemot kako na sli-
kata 3.4. 

Matricata na admitancii na sistemot mo`e da se formira so 
pomo{ na matricata na povrzuvawe i matri~nata ravenka (3.7), a bi-
dej}i vo mre`ata ne postojat induktivno spregnati granki, mo`e da se 
formira i po pat na inspekcija na sistemot. 

Tabela 3.1  Podatoci za impedanciite na grankite 

Granka 
k−l 

Impedancija za direkten redosled 
per unit 

A−B 0,05 + j0,15 
C−D 0,20 + j0,40 
B−C 0,40 + j0,80  
A−D 0,10 + j0,20 
0−A 0,00 − j100,00 
0−B 0,00 − j50,00 

 

A

CD

0

B

 
Slika 3.4   Zamenska {ema za sistemot od primerot 3.4.2 

Ako za formirawe matricata Y  se koristi ravenkata (3.7), naj-
napred treba da se opredeli matricata na povrzuvawe A . Redosledot na 
grankite }e go usvoime kako vo tabelata 3.1. Za grankata k−l }e usvoime 
deka e orientirana od jazolot k kon jazolot l. ]e zememe deka redosle-
dot na jazlite e A, B, C i D. So toa, matricata na povrzuvawe A  e: 
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             A       B         C        D

A-B

C-D

B-C

A-D

0-A

0-B

A =

−
−

−
−

−
−

























1 1 0 0
0 0 1 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

 . 

Potoa se presmetuva matricata na admitancii na grankite. Vo 
dadeniot elektroenergetski sistem nema induktivna sprega pome|u 
grankite, pa poradi toa matricata na admitancii na grankite e dijago-
nalna matrica ~ii{to elementi se recipro~ni vrednosti na impedan-
ciite na soodvetnite granki. Za dadeniot elektroenergetski sistem 
matricata na admitancii na grankite e: 

[ ]Yk l− =

−
−

−
−

























−

−

−

−

−

−

A B

C D

B C

A D

0 A

0 B

2 j6
j2 0 0 0 0

0 0 0,5 j1 0 0 0
0 0 0 2 j4 0 0
0 0 0 0 0 + j0,01 0
0 0 0 0 0 0 + j0,02

0 0 0 0 0
0 1

 . 

Matricata na admitancii na elektroenergetskiot sistem }e se 
dobie so matri~niot proizvod od ravenkata (3.7) i vo dadeniot slu~aj 
taa e: 

Y =

− − −
− − −

− − −
− − −



















A

B

C

D

j9,99 2,00 + j6,00 0 2,00 + j4,00
2,00 + j6,00 2,50 j6,98 0,50 + j1,00 0

0 0,50 + j1,00 1,50 j3,00 1,00 + j2,00
2,00 + j4,00 0 1,00 + j2,00 3,00 j6,00

4 00,

 . 

Vo slu~aj na golemi sistemi, poradi golemiot broj matemati~ki 
operacii od koi{to pove}eto se mno`ewe so nula, primenetiot na~in 
na formirawe matrica na admitancii na sistemot mo`e da bide nera-
cionalen. 

Vtoriot na~in na formirawe na matricata Y , so pomo{ na ins-
pekcija na sistemot, mo`e da bide mnogu poracionalen. Vo postapkata 
gi presmetuvame samo elementite od glavnata dijagonala i samo onie 
vondijagonalni elementi {to odgovaraat na parovite jazli pome|u 
koi{to postoi direktna vrska. 
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Dijagonalniot element na matricata na admitanciite na elek-
troenergetskiot sistem vo redicata i se presmetuva kako suma na site 
admitancii na grankite na koi im pripa|a jazolot i. 

Jazolot A pripa|a na tri granki: A−B, A−D i 0−A. Poradi toa, 
dijagonalniot element {to odgovara na jazolot A se presmetuva na 
sledniov na~in: 

Y
Z Z ZAA

A B A D 0 A j0,15 j0,2 j100
j9,99 .

= + + =
+

+
+

+
−

= −
− − −

1 1 1 1
0 05

1
0 1

1
0

4 00
, ,

,
  

So ista postapka gi presmetuvame ostanatite dijagonalni ele-
menti: 

Y
Z Z ZBB

A B B C 0 B j0,15 j0,8 j50
j6,98  ,

= + + =
+

+
+

+
−

=

= −
− − −

1 1 1 1
0 05

1
0 4

1
0 0

2 50
, , ,

,
 

Y Z ZCC
B C C D j0,8 j0,4 j3,00= + = + + + = −

− −

1 1 1
0 4

1
0 2 1 50, , ,  , 

Y Z ZDD
A D C D j0,2 j0,4 j6,00= + = + + + = −

− −

1 1 1
0 1

1
0 2 3 00, , ,  . 

Vondijagonalniot element od redicata i i kolonata k e ednakov 
na suma na admitanciite, so sprotiven znak, na site granki koi{to 
direktno gi povrzuvaat jazlite i i k. 

Ne smetaj}i go referentniot jazol 0, jazolot A e povrzan so dva 
jazla, i toa B i D. Poradi toa vo redicata za jazolot A, pokraj dijago-
nalniot element, razli~ni od nula }e bidat slednive dva elementa: 

Y Y ZAB BA
A B j0,15 j6,00= = − = + = − +

−

1 1
0 05 2 00, ,  , 

Y Y ZAD DA
A D j0,2 j4,00= = − = + = − +

−

1 1
0 1 2 00, ,  . 

Pokraj ve}e opredelenite elelementi YBB  i YBA , vo redicata 

za jazolot B razli~en od nula }e bide i elementot YBC , t.e. 

Y Y ZBC CB
B C j0,8 j1,00= = − = + = − +

−

1 1
0 4 0 50, ,  . 
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Na krajot, vo redicata za jazolot C, pokraj ve}e opredelenite 
elementi YCB  i YCC , ne e ednakov na nula i elementot YCD . Negovata 

vrednost e: 

Y Y ZCD DC
C D j0,4 j2,00= = − = + = − +

−

1 1
0 2 1 00, ,  . 

Kako {to mo`e da se zabele`i, vtoriot na~in na formirawe na 
matricata na admitancii na elektroenergetskiot sistem se izveduva 
so zna~itelno pomal broj presmetkovni operacii. 

Vo razgleduvaniot primer ne postojat granki pome|u referent-
niot jazol i jazlite C i D. Poradi toa sumite na elementite na matri-
cata Y  vo redicite 3 i 4 se ednakvi na nula. Ako gi sumirame elementi-
te vo prvata redica, dobivame deka nivnata suma e ednakva na admitan-
cijata na grankata 0−A. Na identi~en na~in za sumata na elementite vo 
vtorata redica dobivame j0,02 per unit, {to odgovara na admitancijata 
na grankata 0−B. 

3.5. Matrica na impedancii  
na elektroenergetskiot sistem 

Vo nekoi slu~ai e poprakti~no, namesto matricata na admitan-
cii na elektroenergetskiot sistem, da se koristi nejzinata inverzna 
matrica: 

Z Y= −1  , (3.20) 

koja se narekuva matrica na impedancii na elektroenergetskiot sis-
tem. Koristej}i ja matricata Z , matemati~kiot model (3.8) mo`e da se 
napi{e vo vid: 

U Z I= ⋅  . (3.21) 

Zna~i, matricata na impedancii na elektroenergetskiot sistem 
gi transformira injektiranite strui vo naponite na jazlite. 

Realniot del na matricata na impedanciite na elektroenerget-
skiot sistem go ozna~uvame so R  i go narekuvame matrica na aktivni 
otpornosti na elektroenergetskiot sistem, a imaginarniot del na ma-
tricata na impedancii na elektroenergetskiot sistem go ozna~uvame 

rubin
Typewritten Text
−
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so X  i go narekuvame matrica na reaktancii na elektroenergetskiot 
sistem, taka {to mo`e da se napi{e: 

Z R X= + j . 

Sistemot ravenki, pretstaven vo matri~na forma mo`e da se 
napi{e vo vid: 

U Z I k nk kl l
l

n
= ⋅ =

=
∑

1
1 ; , ,  

ili vo razviena forma: 

Z I Z I Z I Z I Z I U
Z I Z I Z I Z I Z I U

Z I Z I Z I Z I Z I U

Z I Z I Z I Z I Z I U

Z I

k k l l n n

k k l l n n

k k kk k kl l kn n k

l l lk k ll l n l

n

11 1 12 2 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =
⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅ + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =

⋅

ln

+ ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ =Z I Z I Z I Z I Un nk k nl l nn n n2 2

 

.

 (3.22) 

Ako injektiranite strui vo site jazli se ednakvi na nula, osven 
vo jazolot k, sistemot ravenki (3.22) stanuva: 

Z I U
Z I U

Z I U

Z I U

Z I U

k k

k k

kk k k

lk k l

nk k n

1 1

2 2

⋅ =
⋅ =

⋅ =

⋅ =

⋅ =

 

.

 (3.23) 

od kade {to sleduva: 
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Z
U
I l n l klk

l
k

= = ≠ ;      1, , ;  (3.24) 

i 

Z
U
Ikk

k
k

=  . (3.25) 

Ravenkite (3.24) i (3.25) davaat mo`nost za utvrduvawe na fizi~-
koto zna~ewe na elementite na matricata na impedanciite na elektro-
energetskiot sistem. Taka, na primer, ako vo sistemot edinstvenata 
ekscitacija e injektiranata struja vo jazolot k, ednakva na 1 A ili 1 per 
unit, spored (3.24), vondijagonalniot element Zlk  e ednakov na naponot 

na jazolot l. Dijagonalniot element Zkk  e specijalen slu~aj na prethod-

noto za k l= . Isto taka, za dijagonalniot element Zkk  velime deka e 

vlezna impedancija na elektroenergetskiot sistem, nabquduvana kaj ja-
zolot k, vo slu~aj koga vo site drugi jazli injektiranite strui se ednak-
vi na nula. 

Trgnuvaj}i od fizi~koto zna~ewe na elementite na matricata 
Z , za elektroenergetski sistem so n nezavisni jazli i proizvolen broj 
granki mo`e da se formira ekvivalentna {ema vo vid na greblo (ili 
~e{el) so n granki. Taka, na primer, za eden sistem so ~etiri neza-
visni jazli i proizvolen broj granki, ekvivalentna {ema vo vid na 
greblo e prika`ana na slikata 3.5. Na taa {ema upotrebenite oznaki 
zna~at isto kako i vo ravenkite (3.22). Da zabele`ime deka me|usebnite 
impedancii na grankite od ekvivalentnata {ema vo vid na greblo se 
ednakvi na soodvetnite vondijagonalni elementi na matricata Z . 

Za recipro~ni sistemi, kakvi {to se naj~esto elektroenerget-
skite, matricata na impedanciite na sistemot e simetri~na. 

Zaslu`uva da se svrti vnimanieto na edna specifi~nost na mat-
ricata na impedanciite na sistemot. Dodeka nekoi vondijagonalni ele-
menti od matricata na admitanciite na sistemot mo`at da bidat ed-
nakvi na nula, vo matricata na impedanciite na sistemot nema elemen-
ti ednakvi na nula. 

Ako e poznata matricata Y , matricata Z  mo`e da se opredeli 
so pomo{ na (3.20). Nekoi numeri~ki metodi za inverzija na matricite 
se izlo`eni vo Dodatokot A. No, vo op{t slu~aj, postapkata za inver-
zija na edna matrica se sostoi od golem broj presmetuvawa koj{to e 
proporcionalen na tretiot stepen na redot na matricata. Poradi toa 
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~esto e poprakti~no matricata Z  da se opredeli uva`uvaj}i go fizi~-
koto zna~ewe na nejzinite elementi, t.e. so pomo{ na t.n. algoritam za 
postapno formirawe na matricata Z . 

Z11 Z22 Z33 Z44

Z12 Z23 Z34

Z13 Z24

Z14

1 2 3 4

 
Slika 3.5   Ekvivalentna {ema vo vid na greblo (ili ~e{el) 

3.6. Algoritam za postapno formirawe na matricata 
na impedanciite na elektroenergetskiot sistem 

3.6.1. Op{to 

Algoritmot za postapno formirawe na matricata Z  e, vsu{-
nost, postapka so koja, pri poznata matrica na impedanciite na eden 
del od elektroenergetskiot sistem, preku relativno ednostavni pre-
smetki mo`at da se presmetaat elementite na matricata na impedan-
ciite na elektroenergetskiot sistem koj{to od prethodniot se dobiva 
so dodavawe nova granka. 

Da trgneme od mnogu ednostaven sistem {to go so~inuva samo 
edna granka. Eden od jazlite na grankata e zemen za referenten. Toj 
jazol e ozna~en so indeksot nula. Na drugiot jazol mu e dodelen indek-
sot edinica. Impedancijata na grankata neka e ozna~ena so Z0 1− . Vo toj 

slu~aj vleznata impedancija na sistemot, nabquduvana kaj jazolot 1, e 
ednakva na impedancijata na grankata 0−1, taka {to za matricata na 
impedanciite na elektroenergetskiot sistem mo`e da se napi{e: 

Z = = −Z Z11 0 1  . (3.26) 
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Ako kon toj elektroenergetski sistem dodademe nova granka, matricata 
na novodobieniot elektroenergetski sistem }e se dobie so soodvetna 
modifikacija na matricata (3.26). Prodol`uvaj}i ja ovaa postapka sÚ 
dodeka ne se dodadat site granki na elektroenergetskiot sistem, pos-
tapno }e ja dobieme i matricata na impedanciite na celiot elektro-
energetski sistem. 

Delot na elektroenergetskiot sistem za koj ja poznavame (od-
nosno ja imame formirana) matricata na impedanciite }e go nareku-
vame delumen sistem. Matricata na impedancite na delumniot sistem 
}e ja ozna~uvame so Zdel . 

Pri dodavaweto na grankite kon delumniot sistem mo`at da se 
javat dva slu~aja: 

1. grankata {to se dodava povrzuva jazol od delumniot sistem so 
jazol {to ne e vo sostav na delumniot sistem i 

2. grankata {to se dodava povrzuva dva jazla od delumniot sis-
tem. 

Vo prviot slu~aj velime deka stanuva zbor za dodavawe na granka 
na stebloto, dodeka vo vtoriot slu~aj velime deka se raboti za dodava-
we na spojnica. 

Za navedenite dva slu~aja na dodavawe nova granka kon delumni-
ot sistem }e poka`eme kako se modificira soodvetnata matrica na im-
pedanciite na sistemot, pretpostavuvaj}i deka delumniot sistem sodr-
`i samo recipro~ni granki i deka e takva i grankata {to se dodava. 
Osven toa, }e pretpostavime deka grankata {to se dodava nema induk-
tivna sprega so ni edna od grankite na delumniot sistem. Ako grankata 
{to se dodava e induktivno spregnata so nekoja od grankite na delum-
niot sistem, se primenuva malku poslo`ena postapka (na primer, po-
stapkata izlo`ena vo [21]). Vo slu~aite koga grankata {to se dodava e 
induktivno spregnata so pove}e od edna granka mo`e da se koristi po-
stapkata opi{ana vo [28]. 

3.6.2. Dodavawe granka na stebloto 

]e pretpostavime deka delumniot sistem sodr`i d jazli i gran-
kata {to se dodava go povrzuva jazolot k od delumniot sistem so jazo-
lot l, koj{to sÚ u{te ne mu pripa|a na delumniot sistem, kako {to e 
prika`ano na slikata 3.6. Impedancijata na novododadenata granka 
neka e Z k l− . Jazolot k }e go narekuvame po~eten jazol na grankata k−l, a 

jazolot l }e go narekuvame kraen jazol na grankata k−l. 
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Delumen sistem

k l
Z

k-l

 
Slika 3.6  Dodavawe granka na stebloto 

Koga kon delumniot sistem }e se dodade grankata k−l, }e se dobie 
nov sistem so d+1 jazli. Za toj sistem ravenkata (3.21) mo`e da se napi-
{e vo vid: 

U

U

U

U
U

Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z
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Z Z Z Z Z
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⋅































 .  (3.27) 

Ravenkata (3.27) va`i za sekoi vrednosti na injektiranite 
strui. Neka zememe deka site injektirani strui se ednakvi na nula, 
osven vo jazolot i, {to e razli~en od l (slika 3.7). Toga{, od ravenkata 
(3.27) sleduva: 
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U Z I

U Z I

U Z I

U Z I
U Z I

i i

i ii i

k ki i

d di i

l li i

1 1= ⋅

= ⋅

= ⋅

= ⋅
= ⋅

 

.

  (3.28) 

Delumen sistem

k lZk-l

i

0

Ii

 
Slika 3.7   Kon opredeluvaweto na elementot Zli  

Ravenkite (3.28) ovozmo`uvaat, so izbrana struja Ii  (na primer, 

Ii = 1 A  ili Ii = 1 per unit ) i so opredeleni (presmetani ili izmereni) 

naponi na jazlite na delumniot sistem i na novododadeniot jazol l, da 
se presmetaat elementite na kolonata i na matricata na impedanciite 
na sistemot od slikata 3.7. 

Ako vo sistemot se injektira struja samo vo jazolot i (slika 3.7), 
strujata vo novododadenata granka k−l e ednakva na nula. Vo toj slu~aj 
ne e te{ko da se utvrdi deka prisustvoto na taa granka nema vlijanie 
vrz naponite na jazlite na delumniot sistem i od ravenkite (3.28) pro-
izleguva deka, po priklu~uvaweto na grankata k−l, elementite Z i1 , Z i2 , 
... , Zdi  gi imaat istite vrednosti kako i pred nejzinoto priklu~uvawe. 

Bidej}i ovoj zaklu~ok va`i za sekoe i≠l, mo`e da se konstatira deka, so 
dodavawe granka pome|u jazol od delumniot sistem i jazol {to ne mu 
pripa|a na delumniot sistem, dobivame nov sistem ~ija matrica na im-
pedancii se formira od matricata na impedanciite na delumniot sis-
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tem (bez izmeni vo nea) so dodavawe nova redica i nova kolona, {to mu 
odgovaraat na novododadeniot jazol l. Vo soglasnost so ovaa konstata-
cija e nazna~ena  podelbata na blokovi vo matricata na impedanciite 
od ravenkata (3.27). 

Ako elektroenergetskiot sistem e recipro~en, negovata matri-
ca na impedanciite }e bide simetri~na. Toa zna~i deka treba da gi 
opredelime samo elementite na novododadenata redica, t.e. elementite 
Z Z Zl l ld1 2, ,  ,   i Zll . 

Najnapred }e gi opredelime vondijagonalnite elementi na redi-
cata l. Ako nenulta injektirana struja postoi samo vo jazolot i, od ra-
venkite (3.28) sleduva: 

Z
U
Ili

l
i

=  . (3.29) 

No, vo toj slu~aj strujata vo grankata k−l e ednakva na nula i naponot na 
jazolot l e ednakov so naponot na jazolot k. Imaj}i go toa predvid, ra-
venkata (3.29) mo`e da se napi{e vo vid: 

Z
U
I

Z I
I Zli

k
i

ki i
i

ki= =
⋅

=  . (3.30) 

Zemaj}i i=1,...,d (i≠l), so ravenkata (3.30) mo`at da se opredelat site 
vondijagonalni elementi na novododadenata redica l. Vsu{nost, site 
vondijagonalni elementi na novododadenata redica l se ednakvi na so-
odvetnite elementi na redicata k. 

Dijagonalniot element na novododadenata redica l e ednakov na 
vleznata impedancija na sistemot kaj jazolot l. Bidej}i vleznata impe-
dancija kaj jazolot k e Zkk , za vleznata impedancija na sistemot kaj ja-

zolot l (slika 3.6) mo`e da se napi{e: 

Z Z Zll kk k l= + −  . (3.31) 

Vo specijalniot slu~aj, koga jazolot k e referenten, vondijago-
nalnite elementi na novododadenata redica l se ednakvi na nula, dode-
ka nejziniot dijagonalen element e ednakov na impedancijata na novo-
dodadenata granka k−l. 
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3.6.3. Dodavawe spojnica 

Neka pome|u jazlite k i l od delumniot sistem, za koj e poznata 
matricata na impedanciite, se dodade nova granka (spojnica) so impe-
dancija Zk l−  (slika 3.8). Jasno e deka matricata na impedanciite na no-

vodobieniot sistem }e bide so ist red kako i matricata na impedanci-
ite pred dodavaweto na novata granka. No, sosema e razbirlivo deka po-
stoeweto nova granka gi menuva vleznite impedancii na sistemot, ba-
rem kaj jazlite k i l, a toa zna~i deka matricata na impedanciite na no-
viot sistem nema da gi ima istite elementi kako i matricata na impe-
danciite na sistemot pred dodavaweto na spojnicata k−l. ]e poka`eme 
kako se opredeluvaat elementite na novata matrica [20]. 

Delumen sistem

k

l

Z
k-l

 
Slika 3.8   Dodavawe na spojnica 

So Zstara  i Ystara  da gi ozna~ime matricata na impedanciite i 

matricata na admitanciite na delumniot sistem pred dodavaweto na 
spojnicata k−l, ~ija admitancija e Y Zk l k l− −=1/ . So Znova  i Y nova  }e gi oz-
na~ime matricata na impedanciite i matricata na admitanciite na 
sistemot po dodavaweto na spojnicata k−l. Bidej}i pretpostavivme deka 
spojnicata {to se dodava ne e induktivno spregnata so ni edna druga 
granka, vrskata pome|u matricata na admitanciite na sistemot, po do-
davaweto na spojnicata k−l i pred nejzinoto dodavawe, mo`e da se izra-
zi so ravenkata: 
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ili vo poinakva forma: 

[ ]Y Ynova stara= + ⋅
−





























⋅ −−Yk l
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0 1 1 0  . (3.32) 

Ako se vovedat realnite matrici: 

u =
−





























1 0

1

1

0

k

l

d

 (3.33) 

i 

v u= T , 

ravenkata (3.32) mo`e da se napi{e vo vid: 

Y Y u vnova stara= + ⋅ ⋅−Yk l . (3.34) 
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Po dodavawe na spojnicata k−l, za matricata na impedanciite na 
sistemot, ozna~ena so Znova , mo`e da se napi{e:  

( )Z Y Y u vnova nova stara= = + ⋅ ⋅−
−

−1 1
Yk l . (3.35) 

Vrz osnova na ravenkite (A70) i (A71) (od Dodatokot A) ne e te{ko da 
se poka`e deka desnata strana na ravenkata (3.35) mo`e da se izrazi na 
sledniov na~in: 

( )Y u v Y Y u v Ystara stara
pom.

stara stara+ ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅−
− − − −Y Zk l

1 1 1 11 ,  (3.36 a)  

pri {to vrednosta na skalarot Zpom.  se opredeluva od ravenkata: 

Z Yk l
pom. stara= + ⋅ ⋅

−
−1 1v Y u  . (3.36 b) 

Od ravenkite (3.35), (3.36 a) i (3.36 b) dobivame: 

Z Y Y u v Y

Z Z u v Z

nova stara
pom.

stara stara

stara
pom.

stara stara

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− − −1 1 11

1
Z

Z  ,
 (3.37) 

kade {to e: 

Z Zk lpom. stara= + ⋅ ⋅− v Z u  . (3.38) 

Natamo{nata postapka se poednostavuva so voveduvawe pomo{-
na matrica-redica: 

[ ]
Z v Zpom.redica stara= ⋅

= − − − −Z Z Z Z Z Z Z Zk l kk lk kl ll kd ld1 1
 (3.39) 

i pomo{na matrica-kolona: 
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Z Z upom.kolona stara= ⋅ =
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kk kl

lk ll

dk dl

1 1 1 1

 . (3.40) 

Neka so Z lpom.redica( )  e ozna~en elementot vo kolonata l na po-

mo{nata matrica redica. Od ravenkata (3.39) proizleguva deka toj ele-
ment e ednakov na razlikata na elementite na matricata Zstara , koi-

{to se nao|aat vo redicite k i l na kolonata l, t.e. 

Z Z Zl kl llpom.redica( ) = −  . (3.41) 

Neka so Z kpom.kolona( )  go ozna~ime elementot vo redicata k na 

pomo{nata matrica kolona. Od ravenkata (3.40) se gleda deka toj ele-
ment e ednakov na razlikata na elementite od matricata Zstara , koi-

{to se nao|aat vo kolonite k i l od redicata k, t.e. 

Z Z Zk kk klpom.kolona( ) = −  . (3.42) 

Za recipro~ni sistemi matricite na impedanciite se simet-
ri~ni, i za niv va`i ravenstvoto: 

Z Zpom.redica pom.kolona= T , (3.43 a) 

t.e. za sekoe k e: 

Z Zk kpom.kolona pom.redica( ) ( )=  . (3.43 b) 

So toa, od ravenkite (3.33), (3.40) i (3.42) sleduva: 

 v Z u v Z⋅ ⋅ = ⋅ = −stara pom.kolona pom.kolona pom.kolonaZ Zk l( ) ( )  . (3.44) 

Natamu, od ravenkite (3.38) i (3.44) se dobiva: 
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Z Z Z Zk l k lpom. pom.kolona pom.kolona= − + −( ) ( )  . (3.45) 

So voveduvawe na pomo{nite matrici Zpom.redica  i Zpom.kolona , 

od ravenkata (3.37) za matricata na impedanciite na sistemot, po doda-
vaweto na spojnicata k−l, se dobiva: 

Z Z Z Znova stara
pom.

pom.kolona pom.redica= − ⋅ ⋅1
Z  . (3.46) 

Od matri~nata ravenka (3.46), za elementot na novodobienata 
matrica na impedanciite na sistemot, {to se nao|a vo redicata i i 
kolonata j, sleduva: 

Z Z
Z Z

Zij ij
i j

( ) ( )
( ) ( )

nov star
pom.kolona pom.redica

pom.
= −

⋅
 . (3.47) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (3.43 a) i (3.43 b), ravenkite (3.46) i 
(3.47) mo`at da se napi{at vo forma: 

Z Z Z Znova stara
pom.

pom.kolona pom.kolona= − ⋅ ⋅1
Z

T  (3.48) 

i 

Z Z
Z Z

Zij ij
i j

( ) ( )
( ) ( )

nov star
pom.kolona pom.kolona

pom.
= −

⋅
 , (3.49) 

kade {to skalarot Zpom.  se opredeluva so ravenkata (3.45). 

Nakuso, vo procesot na postapno formirawe na matricata Z  se 
trgnuva od toa deka na samiot po~etok delumniot sistem go so~inuva 
samo referentniot jazol. Vo prviot ~ekor kon delumniot sistem se 
dodava edna od grankite na koja £ pripa|a referentniot jazol. Vo sled-
nite ~ekori se dodavaat granki {to imaat barem eden jazol {to mu 
pripa|a na delumniot sistem. 

Sosema e razbirlivo deka obemot na presmetuvawata, spored ra-
venkata (3.48) odnosno (3.49), zavisi od redot na matricata na impedan-
ciite na delumniot sistem. So cel da se namali obemot na presmetkite 
vo procesot na postapno formirawe na matricata Z , mo`e da se pre-
pora~a sekoja spojnica da se dodava vo prviot ~ekor koga toa }e bide 
mo`no. 
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3.6.4. Prv primer na postapno formirawe na matricata  
na impedanciite na elektroenergetskiot sistem 

Daden e ednostaven elektroenergetski sistem ~ija ednopolna 
{ema e prika`ana na slikata 3.9. Impedanciite na elementite za di-
rektniot redosled se dadeni vo tabelata 3.2. Za sistemot od slikata 3.9 
grafot za direktniot redosled e prika`an na slikata 3.10. Da se for-
mira matricata na impedanciite na elektroenergetskiot sistem za di-
rektniot redosled, zemaj}i go jazolot D kako referenten. 

A BC

D

 
Slika 3.9   Ednopolna {ema na sistemot od primerot 3.6.4 

3

10

2

A

BC

D  
Slika 3.10   Graf na sistemot od slikata 3.9 

R e { e n i e :  

Kako {to e voobi~aeno, referentniot jazol D }e go ozna~ime so 
indeksot 0. Bidej}i matricata na impedanciite na elektroenerget-
skiot sistem }e ja formirame postapno, prvata granka {to }e se dodade 
kon referentniot jazol mo`e da bide ili grankata D−A ili grankata 
D−C, t.e. edna od grankite na koi im pripa|a referentniot jazol. Da 
zememe deka najnapred }e se dodade grankata D−A. Toga{ na jazolot A 
mu se dodeluva indeksot 1. Potoa, vo vtoriot ~ekor, mo`at da se doda-
dat ili grankata A−C ili grankata D−C. Da zememe deka }e se dodade 
grankata D−C. Toga{ na jazolot C }e mu se dodeli indeksot 2. Vo treti-
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ot ~ekor mo`e da se dodade ili grankata C−B ili grankata A−C. Podob-
ro e da se dodade grankata A−C, bidej}i taa e spojnica. Kako {to be{e 
navedeno vo prethodnoto potpoglavje, so cel da se za{tedi vo presmet-
kite, spojnicite treba da se dodavaat {tom se sozdadat uslovi za niv-
noto dodavawe. Na krajot, vo ~etvrtiot ~ekor }e se dodade grankata 
C−B i na jazolot B mu se dodeluva indeksot 3. 

Da ja prosledime realizacijata na procesot na postapno formi-
rawe na matricata na impedanciite za dadeniot sistem. Vo prviot ~e-
kor na procesot ja dodadovme grankata 0−1. Na krajot na toj ~ekor gra-
fot na delumniot sistem e kako na slikata 3.11, a matricata na impe-
danciite na delumniot sistem e: 

[ ]Zdel.1 = +0 2 0 6, ,j . 

10
AD  

Slika 3.11   Graf na delumniot sistem po prviot ~ekor 

Vo vtoriot ~ekor ja dodavame grankata 0−2. Po vtoriot ~ekor 
grafot na delumniot sistem e kako na slikata 3.12, a matricata na im-
pedanciite na delumniot sistem e: 

Zdel.2 =
+

+













0 2 0 6 0

0 0 5 5

, ,

, ,

j

j1
. 

Tabela 3.2   Podatoci za elementite na sistemot od slikata 3.9 

Element Impedancija za direkten redosled 
Ω 

Vod A−C 0,30+j0,90 

Vod C−B 0,45+j1,25 

Vod A−D 0,20+j0,60 

Vod C−D 0,50+j1,50 
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10
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A

C

D  
Slika 3.12   Graf na delumniot sistem po vtoriot ~ekor 

Vo tretiot ~ekor se dodava spojnicata 1−2 i grafot na delum-
niot sistem stanuva kako na slikata 3.13. Vo procesot na formirawe 
na matricata na impedanciite na delumniot sistem najnapred gi pre-
smetuvame elementite na pomo{nata matrica kolona. Pritoa ja koris-
time ravenkata (3.40). Vsu{nost, elementot vo prvata redica na po-
mo{nata matrica kolona e ednakov na razlikata pome|u elementot vo 
prvata kolona i prvata redica na matricata na impedanciite na delum-
niot sistem i elementot vo vtorata kolona i prvata redica na istata 
matrica. Analogno va`i i za elementot vo vtorata redica na pomo{-
nata matrica kolona. Taka, imaj}i predvid deka e k = 1  i l = 2 , za po-
mo{nata matrica kolona dobivame: 

Zpom.kolona =
+

− −
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0 5 1 5

, ,

, ,

j

j
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Slika 3.13   Graf na delumniot sistem po tretiot ~ekor 

Potoa, so pomo{ na ravenkata (3.45) presmetuvame: 

( ) ( )

Z Z Z Z

Z Z Z
k l k lpom. pom.kolona pom.kolona

pom.kolona pom.kolona

= − +

= − +

= + − − − + + = +

−

−

( ) ( )

( ) ( )
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1 2 1 2
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Na krajot na tretiot ~ekor se presmetuva: 

[ ]

Z del.3 =
+

+






−
+

⋅
+

− −






⋅ + − −

0 2 0 6 0
0 0 5 5

1
1 3
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, ,
, ,

, ,
, ,
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j
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j j   ,
 

t.e. 

Zdel.3 =
+ +

+ +













0 16 0 48 0 10 0 30

0 10 0 30 0 25

, , , ,

, , , ,75

j j

j j0
 . 

Kone~no, vo ~etvrtiot ~ekor ja dodavame grankata 2−3. So toa 
grafot na delumniot sistem stanuva identi~en na grafot na dadeniot 
elektroenergetski sistem, prika`an na slikata 3.10. Za da se dobie ko-
ne~nata matrica na impedanciite na elektroenergetskiot sistem, po-
trebno e kon matricata na impedanciite dobiena na krajot na tretiot 
~ekor da se dodade nova redica i nova kolona, koi soodvetstvuvaat na 
jazolot 3. Elementite na taa redica i kolona se opredeluvaat so pomo{ 
na ravenkite (3.30) i (3.31). Taka dobivame: 

Z Z= =
+ + +
+ + +
+ + +

















(1)
j j j
j j0 j0
j j0 j2

0 16 0 48 0 10 0 30 0 10 0 30
0 10 0 30 0 25 75 0 25 75
0 10 0 30 0 25 75 0 70 00

, , , , , ,
, , , , , ,
, , , , , ,

. 

3.6.5. Vtor primer na postapno formirawe na matricata 
na impedanciite na elektroenergetskiot sistem 

Da nabquduvame elektroenergetski sistem ~ija{to ednopolna 
{ema e prika`ana na slikata 3.14. Podatocite za impedanciite na 
elementite se dadeni vo tabelata 3.3. So pomo{ na algoritmot za 
postapno formirawe na matricata na impedanciite na elektroener-
getskiot sistem, za nabquduvaniot sistem da se formira matricata na 
impedanciite na sistemot za direktniot redosled, zemaj}i ja zemjata 
kako referenten jazol. 
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5 3 1 2 6

4

G1 G2

T1 T2

T4 T3

 
Slika 3.14  Ednopolna {ema na elektroenergetskiot sistem od primerot 3.6.5 

Tabela 3.3   Podatoci za elementite na sistemot od slikata 3.14 

Element Impedancija za direkten redosled 
per unit 

Generator G1 j10 
Generator G2 j25 
Transformator T1 j10 
Transformator T2 j25 
Transformator T3 j37 
Transformator T4 j25 

Vod 1−2 j30 

Vod 1−3 j24 

Vod 2−4 j15 

Vod 3−4 j30 

 

R e { e n i e :  

Grafot na elektroenergetskiot sistem za direkten redosled e 
pretstaven na slikata 3.15. 
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Slika 3.15   Graf na sistemot od slikata 3.14 

Na slikata 3.14, kako i na slikata 3.15, e izvr{eno numerirawe 
(indeksirawe) na jazlite. Toa e napraveno imaj}i go predvid algorit-
mot za postapno formirawe na matricata na impedanciite na elektro-
energetskiot sistem, so cel vo taa matrica: prvata redica i prvata ko-
lona da soodvetstvuvaat na jazolot so indeks ednakov na edinica, vto-
rata redica i vtorata kolona da soodvetstvuvaat na jazolot so indeks 
ednakov na dva itn. 

Vo prviot ~ekor }e ja dodademe grankata 0−1. Za direkten redo-
sled impedancijata na taa granka e ednakva na sumata na impedanciite 
na generatorot i transformatorot kaj jazolot 1. Po toj ~ekor delumni-
ot sistem e kako na slikata 3.16, a negovata matrica na impedanciite e: 

Zdel,1 = j 20  . 

1

0  
Slika 3.16   Grafot na delumniot sistem po dodavawe na grankata 0−1 

Vo vtoriot ~ekor mo`e da se dodade ili grankata 1−2 ili gran-
kata 0−2. Da ja dodademe grankata 1−2. So toa delumniot sistem po vto-
riot ~ekor e kako na slikata 3.17. So pomo{ na ravenkite (3.30) i 
(3.31), zemaj}i deka e k = 1  i m = 2 , za soodvetnata matrica na impedan-
ciite na delumniot sistem dobivame: 
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Zdel,2 = 
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Slika 3.17   Grafot na delumniot sistem po dodavawe na grankata 1−2 

Bidej}i se ispolneti uslovi za dodavawe na spojnicata 0−2, vo 
tretiot ~ekor ja dodavame taa spojnica. Toa e vo soglasnost so prepora-
kata spojnicite da se dodavaat {to e mo`no porano. Taka grafot na de-
lumniot sistem stanuva kako na slikata 3.18. Za direkten redosled im-
pedancijata na spojnicata 0−2 e ednakva na sumata na impedanciite na 
generatorot i transformatorot kaj jazolot 2. 

1

0

2

 
Slika 3.18   Grafot na delumniot sistem po dodavawe na spojnicata 0−2 

Vo ovoj slu~aj e k = 2  i m = 0  i od ravenkata (3.40) dobivame deka 
pomo{nata kolona }e bide identi~na so vtorata kolona na matricata 
Zdel.2  (bidej}i na referentniot jazol mu soodvetstvuva kolona so site 

elementi ednakvi na nula), t.e. 

Zpom.kolona = 







j

20
50

. 

Natamu, od ravenkata (3.45) za pomo{niot skalar sleduva: 

( ) ( )

( ) ( )

Z Z Z Z

Z Z Z
k m k mpom. pom.kolona pom.kolona

pom.kolona pom.kolona

= − +

= − + = − + =
−

−2 0 2 0 50 0 50 100j j j  per unit,
 

po {to, so pomo{ na ravenkata (3.48), dobivame: 

 [ ]Zdel,3 = 







 − ⋅ 







 ⋅ = 
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Potoa se dodava grankata 1−3. Toa e granka na stebloto i po nej-
zinoto dodavawe grafot na delumniot sistem e prika`an na slikata 
3.19.  

1

0

23

 
Slika 3.19   Graf na delumniot sistem po dodavawe na grankata 1−3 

Zemaj}i deka e k = 1  i m = 3 , so pomo{ na ravenkite (3.30) i 
(3.31), za matricata na impedanciite na delumniot sistem, po dodava-
weto na grankata 1−3, dobivame: 

Zdel.4 =
















j
16 10 16
10 25 10
16 10 40

 . 

Bidej}i i vo pettiot ~ekor nema mo`nosti za dodavawe spojnica, 
treba da se odlu~ime za dodavawe na edna od mo`nite granki na steblo-
to: grankata 2−4 ili grankata 3−4. Neka se odlu~ime za dodavawe na 
grankata 2−4. Grafot na dobieniot delumen sistem }e bide kako na sli-
kata 3.20. Zemaj}i deka e k = 2  i m = 4 , so pomo{ na ravenkite (3.30) i 
(3.31), za matricata na impedanciite na delumniot sistem se dobiva: 

1

0

23

4

 
Slika 3.20   Grafot na delumniot sistem po dodavawe na grankata 2−4 
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Zdel.5 =



















j

16 10 16 10
10 25 10 25
16 10 40 10
10 25 10 40

. 

Bidej}i se sozdadeni uslovi za dodavawe na spojnicata 3−4, vo 
{estiot ~ekor }e ja dodademe taa spojnica i grafot na dobieniot delu-
men sistem }e bide kako na slikata 3.21. 

1

0

23

4

 
Slika 3.21   Grafot na delumniot sistem po dodavawe na spojnicata 3−4 

Vo procesot na opredeluvawe matrica na impedanciite na novo-
dobieniot delumen sistem najnapred se formira pomo{nata kolona. 
Bidej}i se dodava spojnicata 3−4 (t.e. se zema k = 3  i m = 4 ), spored ra-
venkata (3.40), elementite na pomo{nata kolona se ednakvi na razli-
kata pome|u soodvetnite elementi na tretata i ~etvrtata kolona na ma-
tricata Zdel.5 . Taka se dobiva: 

Zpom.kolona =

−
−
−
−



















=
−

−



















j j

16 10
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40 10
10 40
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15
30
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. 

Spored ravenkata (3.45), pomo{niot skalar e: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

Z Z Z Z

Z Z Z
k m k mpom. pom.kolona pom.kolona

pom.kolona pom.kolona

= − +

= − +

= − − + =

−

−3 4 3 4

30 30 30 90j j j j per unit .
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Potoa, so pomo{ na ravenkata (3.48), za matricata na impedanciite na 
delumniot sistem, po dodavaweto na spojnicata 3−4, dobivame: 

[ ]Zdel.6 =



















− ⋅
−

−



















⋅ − −j j

16 10 16 10
10 25 10 25
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6 15 30 30 , 

t.e. 

Zdel.6 =



















j

15 6 11 14 12
11 22 5 15 20
14 15 30 20
12 20 20 30

,
,

 . 

Natamu, se dodavaat grankite 3−5 i 2−6, so {to grafot na delum-
niot sistem stanuva identi~en so grafot na dadeniot sistem (prika-
`an na slikata 3.15). Taka, na krajot za baranata matrica na impedanci-
ite na elektroenergetskiot sistem }e se dobie: 

Z Z= =





























( )

,

, ,

, ,

1

15 6 11 14 12 14 11

11 22 5 15 20 15 22 5

14 15 30 20 30 15

12 20 20 30 20 20

14 15 30 20 55 15

11 22 5 15 20 15 59 5

j  . 

3.7. Promeni vo matricata na impedanciite  
pri promeni vo elektroenergetskiot sistem 

3.7.1. Isklu~uvawe na granka 

Neka e poznata matricata Z  za eden sistem i neka se bara matri-
cata Z '  za sistemot koj od prethodniot se razlikuva samo po edna is-

klu~ena granka. Neka e toa grankata k−l i neka taa ne e induktivno 
spregnata so ni edna granka od sistemot, no pripa|a najmalku na edna 
od konturite. Toga{ efektot na isklu~uvaweto na grankata k−l e edna-
kov so efektot na dodavaweto nova spojnica pome|u jazlite k i l, pri 
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{to impedancijata na novododadenata spojnica e sprotivna na impe-
dancijata na grankata k−l. 

3.7.2. Promena na impedancija na granka 

Promena na impedancija na edna granka na elektroenergetskiot 
sistem povlekuva soodvetni promeni vo matricata na impedanciite na 
sistemot. Vo {to }e se sostojat promenite zavisi od toa dali grankata 
pripa|a na nekoja kontura na sistemot ili ne. 

Neka grankata k−l (l > k) pretstavuva edinstvena vrska pome|u dva 
subgrafa. Mno`estvoto na jazlite na subgrafot {to go sodr`i jazolot 
k }e go ozna~ime so µk , a mno`estvoto na jazlite na subgrafot {to go 
sodr`i jazolot l }e go ozna~ime so µl . Vo sekoj od subgrafovite mo`at 
da postojat konturi, no referentniot jazol neka mu pripa|a samo na 
subgrafot µk . Vo toj slu~aj, nabquduvanata granka k−l ne pripa|a na ni 
edna kontura i promenata na nejzinata impedancija nema da predizvika 
promena na site elementi na prethodno formiranata matrica na impe-
danciite na elektroenergetskiot sistem. Promenata na impedancijata 
na grankata k−l, od ( )Zk l− stara  na ( )Zk l− nova , }e predizvika promena samo 

na elementite na matricata na impedanciite na elektroenergetskiot 
sistem {to soodvetstvuvaat na redicite i kolonite na jazlite od sub-
grafot µl . Na site tie elementi treba da im se dodade razlikata pome-
|u novata i starata vrednost na impedancijata na nabquduvanata granka 
k−l. Formalno, mo`e da se napi{e: 

( ) ( ) ( ) ( )Z Z Z Zij ij k l k l i j lnov star nova stara= + −− − ∈ ;   , µ  . 

Poinakov e slu~ajot koga nabquduvanata granka k−l pripa|a na 
nekoja od konturite na elektroenergetskiot sistem. Toga{ efektot na 
promenata na nejzinata impedancija e ednakov so efektot na dodavawe-
to dopolnitelna spojnica, paralelno na nabquduvanata granka. Impe-
dancijata na dopolnitelnata spojnica zavisi od vrednostite na impe-
dancijata na nabquduvanata granka, pred i po nejzinata promena. Neka 
pri formiraweto na matricata Z  nabquduvanata granka bila zemena 
predvid so impedancijata ( )Zk l− stara , a nejzinata nova vrednost neka e 

( )Zk l− nova . Impedancijata na dopolnitelnata spojnica se presmetuva so 

ravenkata: 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
Z

Z Z

Z Zk l
k l k l

k l k l
−

− −

− −
=

⋅

−dop.
stara nova

stara nova
 . (3.50) 

Naj~esto promenata na impedancijata na edna spojnica (t.e. doda-
vaweto dopolnitelna spojnica) povlekuva promena na site elementi na 
matricata na impedancii na elektroenergetskiot sistem. Toa ne e slu-
~aj samo koga spojnicata pripa|a na eden del od sistemot, a referent-
niot jazol e vo drug del od sistemot i tie dva dela se povrzani samo so 
edna granka. Vo toj slu~aj, }e se promenat samo elementite na matrica-
ta na impedancii na sistemot {to se nao|aat vo redicite i kolonite 
{to soodvetstvuvaat na jazlite od delot na sistemot vo koj se nao|a i 
grankata ~ija impedancija e promeneta. 

3.7.3. Razdvoeni sobirnici 

Vo elektroenergetskite sistemi ne e retkost da se sretnat pos-
trojki so razdvoeni sobirnici. Eden takov primer e prika`an na 
slikata 3.22, kade sobirnicite k i l se razdvoeni so pomo{ na preki-
nuva~. Ako od koja i da bilo pri~ina toj prekinuva~ treba da se zat-
vori, }e se dobie nova konfiguracija na sistemot. Matricata na impe-
danciite na novodobieniot sistem }e ja ozna~ime so Z ' . Taa se razli-
kuva od matricata na impedanciite na sistemot pred zatvorawe na pre-
kinuva~ot, koja }e ja ozna~ime so Z . Elementite na matricata Z '  }e se 
dobijat kako rezultat na dodavawe spojnica pome|u razdvoenite sobir-
nici k i l, pri {to impedancijata na spojnicata e ednakva na nula. Jasno 
e deka vo taka dobienata matrica soodvetnite elementi vo redicite 
(odnosno kolonite) k i l }e bidat ednakvi. 

k l

 
Slika 3.22   Postrojka so razdvoeni sobirnici na poniskiot napon 
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Me|utoa, od taka dobienata matrica Z '  ne mo`e povtorno da se 
dobie matricata Z , bidej}i pome|u sobirnicite k i l e granka so impe-
dancija ednakva na nula, pa nejzinoto isklu~uvawe ne mo`e da se simu-
lira so dodavawe paralelna spojnica so impedancija −0. 

Vo op{t slu~aj, ako se saka od matricata na impedanciite na 
sistemot so zatvoren prekinuva~ pome|u sobirnicite k i l da se dobie 
matricata na impedanciite na sistemot so otvoren prekinuva~ pome|u 
tie sobirnici, potrebno e prethodno da se vovedat fiktivni sobirni-
ci (ozna~eni so t na slikata 3.23) i da se dodadat dve granki k−t i t−l. 
Impedanciite na tie granki se kone~ni, no sprotivni, t.e. za niv va`i 
ravenstvoto: 

Z Zk t t l− −= −  . 

Dodavaweto na grankite k−t i t−l soodvetstvuva na zatvoraweto 
na prekinuva~ot pome|u sobirnicite k i l, a isklu~uvaweto na ednata 
od ovie granki soodvetstvuva na otvoraweto na toj prekinuva~. 

k l

t  
Slika 3.23   Voveduvawe fiktivni sobirnici t 

 
3.8. Algoritam za kompjutersko opredeluvawe  

na redosledot na dodavaweto na grankite  
pri formiraweto na matricata Z  

Kako {to be{e izneseno vo prethodnite potpoglavja, pri pos-
tapnoto formirawe na matricata Z  redosledot na dodavaweto na od-
delnite granki ne e proizvolen. Osnovnoto pravilo e na grankata {to 
se dodava da à pripa|a barem eden jazol na delumniot sistem. Pritoa, 
kako {to porano ve}e be{e zabele`eno, referentniot jazol sekoga{ 
se smeta deka mu pripa|a na delumniot sistem. Osven toa, so cel da se 
namali obemot na potrebnite presmetuvawa, se prepora~uva spojni-
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cite da se dodavaat vedna{ po ispolnuvaweto na uslovite za nivno 
dodavawe. 

Koga sistemot ne sodr`i golem broj granki, pravilniot redo-
sled na dodavaweto na grankite ne e te{ko ~ovekot sam da go napravi, 
po pat na inspekcija na grafot na sistemot. No, ako sistemot ima ne-
kolku stotini ili iljadi granki, toa ni malku nema da bide ednostavna 
zada~a. Zatoa se razvieni algoritmi pogodni za implementacija na 
kompjuter. So pomo{ na tie algoritmi se obrabotuva spisokot vo koj 
grankite se dadeni so proizvolen redosled i se formira nov spisok vo 
koj grankite se taka podredeni {to nivniot redosled go zadovoluva de-
finiranoto osnovno pravilo za podreduvawe. 

Od mnogute razvieni algoritmi tuka }e bide izlo`en samo eden 
[9]. Vo op{t slu~aj, primenata na ovoj algoritam ne mora da dovede do 
redosledot na koj mu soodvetstvuva najmal obem na presmetkovni ope-
racii preku koi se dobiva matricata Z , nitu da dovede do edinstven 
redosled na podredenite granki. Redosledot do koj se doa|a so primena 
na ovoj algoritam bitno zavisi od pojdovniot redosled na grankite. No, 
ovoj algoritam se odlikuva so ednostavnost. 

Na po~etokot na postapkata e poznat pojdovniot redosled na 
grankite, koj mo`e da bide slu~aen. Toj spisok }e go narekuvame spisok 
na nepodredeni granki. Potoa sleduva podreduvawe, vo koe razlikuvame 
nekolku fazi. So podreduvaweto se formiraat: spisok na podredenite 
granki i spisok na podredenite jazli. So spisokot na podredenite 
granki se opredeluva redosledot po koj grankite }e se dodavaat kon de-
lumniot sistem, vo procesot na postapnoto formirawe na matricata 
na impedanciite na elektroenergetskiot sistem. Spisokot na podrede-
nite jazli go utvrduva redosledot na vklu~uvaweto na jazlite vo delum-
niot sistem, odnosno redosledot na jazlite vo matricata Z . Pred da za-
po~ne podreduvaweto, spisokot na podredenite granki e sosema prazen, 
dodeka spisokot na podredenite jazli go sodr`i samo referentniot ja-
zol, i toa na nultata pozicija. Vo procesot na podreduvaweto razliku-
vame nekolku fazi. 

Vo prvata faza, trgnuvaj}i od po~etokot na spisokot na nepod-
redenite granki, se bara granka na koja à pripa|a referentniot jazol. 
Prvata takva granka {to }e se najde se postavuva na prvata pozicija vo 
spisokot na podredenite granki. Drugiot jazol na ovaa granka se vne-
suva na prvata pozicija vo spisokot na podredenite jazli. Potoa se 
preminuva na vtorata faza. Dokolku, pri prvoto prebaruvawe, vo spi-
sokot na nepodredenite granki ne se najde granka na koja £ pripa|a re-
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ferentniot jazol, toa zna~i deka podatocite vo spisokot na nepodrede-
nite granki ne se zadadeni korektno. 

Vo vtorata faza spisokot na nepodredenite granki pak se preba-
ruva od po~etokot, no ovojpat se baraat granki na koi im pripa|a jazo-
lot {to e na prvata pozicija vo spisokot na podredenite jazli. Koga }e 
se najde takvata granka, razlikuvame dva slu~aja. Ako drugiot jazol na 
grankata e referentniot, grankata se vnesuva na slednata slobodna po-
zicija vo spisokot na podredenite granki. Ako drugiot jazol ne e refe-
rentniot, toj se vnesuva na slednata slobodna pozicija vo spisokot na 
podredenite jazli. Vtorata faza zavr{uva so ispituvawe na posled-
nata granka vo spisokot na nepodredenite granki. Potoa se preminuva 
na tretata faza. 

Vo tretata faza se zema sledniot jazol od spisokot na podrede-
nite jazli i vo spisokot na nepodredenite granki se baraat grankite na 
koi toj jazol im pripa|a. Prebaruvaweto se vr{i od po~etokot do kra-
jot na spisokot na nepodredenite granki. Pritoa, koga }e se najde gran-
ka na koja £ pripa|a obrabotuvaniot jazol, vo zavisnost od toa {to e 
drugiot jazol na grankata, se prezema eden od slednive ~ekori: 

• ako drugiot jazol e referentniot ili jazol {to vo spisokot 
na podredenite jazli e pred obrabotuvaniot, grankata se vne-
suva na prvata slobodna pozicija vo spisokot na podredenite 
granki; 

• ako drugiot jazol e eden od jazlite {to vo spisokot na podre-
denite jazli se nao|a zad obrabotuvaniot, ni{to ne se preze-
ma; 

• ako drugiot jazol ne e vnesen vo spisokot na podredenite jaz-
li, sega se vnesuva (na prvata slobodna pozicija), no grankata 
ne se vnesuva vo spisokot na podredenite granki. 

Koga na ovoj na~in }e se ispita i poslednata granka od spisokot 
na nepodredenite granki, se preminuva na obrabotka na sledniot jazol 
od spisokot na podredenite jazli, primenuvaj}i ja povtorno tretata 
faza. 

Taka se postapuva sÚ dodeka ne se obraboti i posledniot jazol od 
spisokot na podredenite jazli. Ako i potoa ima nepodredeni granki vo 
spisokot na nepodredeni granki, toa zna~i deka razgleduvaniot sistem 
e sostaven od najmalku dva dela, pri {to obraboteniot del nema drugi 
vrski so ostanatite delovi osven preku referentniot jazol. 
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4. OP[TI METODI ZA PRESMETKA  
NA NAPONITE NA JAZLITE 

4.1. Osnovi 

Vo ova poglavje }e bidat izlo`eni metodi so koi se presmetuva-
at naponite na jazlite na elektroenergetskite sistemi so proizvolna 
topolo{ka struktura. Pokraj tie metodi postojat i specijalni metodi, 
~ija primena e ograni~ena na sistemi so specijalna topolo{ka struk-
tura. Taka, na primer, za sistemite so radijalna struktura i za siste-
mite kaj koi brojot na konturite e mnogu pomal od brojot na jazlite, se 
koristat i drugi metodi, poznati pod nazivite: sumirawe na strui [27, 
38], sumirawe na mo}nosti [15, 22, 23, 35] i sumirawe na admitancii 
[32]. 

Presmetkata na naponite na jazlite* (sobirnicite) na elektro-
energetskite sistemi e edna od naj~esto izveduvanite presmetki za ovoj 
vid sistemi. Poznavaweto na naponite na jazlite vo razni re`imi na 
rabota na sistemot e potrebno za da se utvrdi dali e neophodno da se 
prezemat merki za sveduvawe na naponite na jazlite vo dozvolenite 
granici i/ili za spre~uvawe pojava na preoptovareni elementi. Zatoa 
ovie presmetki se koristat kako pri planiraweto i proektiraweto 
taka i pri eksploatacijata na elektroenergetskite sistemi. 

Bidej}i, prakti~no, elementite na trifaznite visokonaponski 
elektroenergetski sistemi (smetaj}i gi tuka i soodvetnite potro{u-
va~i) se gradat kako uramnote`eni, voobi~aeno e presmetkite na napo-
nite na jazlite da se izveduvaat na soodvetniot monofazen model. For-
miraweto na toj model e objasneto vo vtoroto i tretoto poglavje.  Zna-
~i, tuka nema da bidat razgleduvani neuramnote`eni re`imi na rabo-
ta, nezavisno od pri~inata za neuramnote`enosta.  

Vo analizite na elektroenergetskite sistemi ~esto se koristat 
terminite injektirana aktivna mo}nost i injektirana reaktivna mo}-
nost. Injektiranata aktivna mo}nost vo eden jazol se definira kako 
razlika pome|u aktivnata mo}nost na izvorite kaj toj jazol i aktivnata 
mo}nost na potro{uva~ite kaj toj jazol. Analogno, injektiranata reak-
tivna mo}nost vo eden jazol se definira kako razlika pome|u reaktiv-
nata mo}nost na izvorite i reaktivnata mo}nost na potro{uva~ite. 

                                                           
* Kako {to be{e navedeno vo Vovedot, ako terminot jazol se koristi bez dodavki, 

negovoto zna~ewe e identi~no so terminot nezavisen jazol. 
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Vrz osnova na ovie definicii, injektiranite aktivna i reaktivna mo}-
nost vo jazolot k gi presmetuvame od slednive ravenki: 

( ) ( )P P Pk k k= −
izvori potro{.

 

i 

( ) ( )Q Q Qk k k= −
izvori potro{.

 . 

kade {to e: 

Pk( )izvori
− aktivna mo}nost na izvorite priklu~eni vo jazolot k, 

Qk( )izvori
− reaktivna mo}nost na izvorite priklu~eni vo jazolot k, 

Pk( )potro{.
− aktivna mo}nost na potro{uva~ite priklu~eni vo jazo-

lot k, 
Qk( )potro{.

− reaktivna mo}nost na potro{uva~ite priklu~eni vo 
jazolot k. 

 

Ako izvorot kaj jazolot k dava aktivna mo}nost vo sistemot, to-
ga{ Pk( )izvori

 se zema so pozitiven znak, i obratno. Ako potro{uva~ot 

kaj jazolot k zema aktivna mo}nost od sistemot, toga{ Pk( )potro{.
 se zema 

so pozitiven znak, i obratno. Analognoto va`i i za reaktivnite mo}-
nosti. 

Pri analiza na eden elektroenergetski sistem kon sekoj negov 
jazol pridru`uvame po ~etiri golemini: 

• injektirana aktivna mo}nost, 
• injektirana reaktivna mo}nost, 
• efektivna vrednost na naponot i 
• fazen agol na naponot. 

Tuka }e bidat razgleduvani nekolku metodi za presmetka na na-
ponite. Nezavisno od metodot spored koj se izveduvaat presmetkite, 
pred nivnoto zapo~nuvawe za sekoj jazol treba da bidat poznati po dve 
od navedenite ~etiri golemini. Drugite dve golemini se dobivaat kako 
rezultat na presmetkata. 

Spored toa koi dve golemini pridru`eni kon jazolot se poznati 
pred presmetkata, toj }e pripadne na edno od trite podmno`estva jazli 
na razgleduvaniot sistem. 
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Vo prvoto podmno`estvo se jazlite za koi se poznati efektiv-
nata vrednost i fazniot agol na naponot. Voobi~aeno e ova podmno-
`estvo da sodr`i samo eden jazol. Toj jazol se narekuva jazol so poznat 
napon (vo angliskata terminologija slack node ili slack bus). Po pra-
vilo, se izbira toa da bide jazolot na koj e priklu~ena regulacionata 
elektrana vo elektroenergetskiot sistem. Za ovoj jazol odnapred ne se 
znae kolkavi se injektiranata aktivna i reaktivnata mo}nost, bidej}i 
ne se znaat ni zagubite na aktivnata i na reaktivnata mo}nost vo ele-
mentite na sistemot. Tie mo}nosti se opredeluvaat na krajot na pre-
smetkata, t.e. po presmetuvaweto na naponite na jazlite.  

Vtoroto podmno`estvo go so~inuvaat jazlite za koi se poznati 
injektiranata aktivna i injektiranata reaktivna mo}nost. Tie jazli 
~esto se narekuvaat PQ jazli. Vo ova podmno`estvo vo prv red spa|aat 
jazlite na koi se priklu~eni potro{uva~i (t.n. potro{uva~ki jazli). 

Vo tretoto podmno`estvo se jazlite za koi se poznati injekti-
rana aktivna mo}nost i efektivnata vrednost na naponot. Tie jazli ~e-
sto se narekuvaat PU jazli, odnosno za niv se veli deka se jazli so kon-
troliran napon. Obi~no toa se jazli na koi se priklu~eni elektranite 
ili drugi izvori na reaktivna mo}nost, koi{to ovozmo`uvaat vo jazo-
lot da se injektira soodvetna reaktivna mo}nost, so cel da se postigne 
efektivnata vrednost na naponot na jazolot da bide ednakva na zadade-
nata. Za sekoj takov jazol i, osven injektiranata aktivna mo}nost i 
efektivnata vrednost na naponot, treba da bidat poznati najgolemata 
vrednost na reaktivnata mo}nost, Qimax , i najmalata vrednost na reak-

tivnata mo}nost, Qimin , {to so raspolo`livite tehni~ki sredstva e 

dozvoleno da se injektiraat vo toj jazol. 

Pokraj navedenite podatoci, po dva za sekoj jazol, pred po~eto-
kot na presmetkata e nu`no da se znaat: 

• konfiguracijata na elektroenergetskiot sistem i podatocite 
za site vodovi i transformatori, 

• minimalnata i maksimalnata efektivna vrednost na naponot 
na reguliranata strana na sekoj od transformatorite i 

• definiranite obemi na razmena na aktivnite i na reaktivnite 
mo}nosti so sosednite elektroenergetski sistemi. 

Za presmetka na naponite na jazlite na elektroenergetskite 
sistemi se koristat kako matemati~kiot model, vo koj promenlivite se 
pridru`eni kon nezavisnite konturi, taka i matemati~kiot model, vo 
koj promenlivite se pridru`eni kon nezavisnite jazli. Podetalno za 
sekoj od pristapite mo`e da se vidi vo [7]. Vo pedesettite godini na 
ovoj vek bil koristen prviot model. Podocna pove}e e koristen vto-
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riot metod, koj se poka`al kako poprakti~en. Toj model }e go koris-
time vo oblikot (3.8), t.e. 

Y U I⋅ =  (4.1) 

ili vo oblikot (3.21), t.e. 

Z I U⋅ =  . (4.2) 

4.2.  Pretstavuvawe na elementite 
na elektroenergetskiot sistem 

4.2.1. Vodovi 

Vo presmetkite na naponite na jazlite na elektroenergetskiot 
sistem, vodovite se pretstavuvaat so π-ekvivalentni {emi. Za uramno-
te`en trifazen vod, ~ii{to jazli se k i l, monofaznata forma na tak-
vata {ema e prika`ana na slikata 4.1. Na slikata 4.1 so Yk l−  e ozna~e-

na vkupnata nadol`na admitancija na vodot (za direkten redosled), a so 
′ −Y k l  e ozna~ena negovata vkupna napre~na admitancija (za direkten re-

dosled). 

Yk-l

Yk-l
'1

2 Yk-l
'1

2

k l
k-lI

 
Slika 4.1   Ekvivalentna π-{ema na vod 

4.2.2. Transformatori 

Razgleduvawata vo ramkite na ovoj oddel se odnesuvaat na tri-
fazni uramnote`eni energetski transformatori.  

Ako prenosniot odnos na transformatorot e ednakov so sood-
vetniot odnos na baznite naponi, transformatorot se pretstavuva sa-
mo so nadol`na admitancija (odnosno impedancija) ednakva na admitan-
cijata (odnosno impedancijata) na kusata vrska na transformatorot. 
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Vo takvite slu~ai, za transformatorot se veli deka e so nominalen 
prenosen odnos. Ako prethodnoto ne e slu~aj, za transformatorot se 
veli deka e so nenominalen prenosen odnos. Eden transformator so ne-
nominalen prenosen odnos ne mo`e na zadovolitelen na~in da bide 
pretstaven samo so edna nadol`na admitancija (odnosno impedancija). 
Takov transformator se pretstavuva so soodvetna π-ekvivalentna 
{ema. 

Da nabquduvame transformator instaliran pome|u jazlite k i l. 
Toj mo`e da se pretstavi kako na slikata 4.2.* Na taa slika so mk l−  e 
ozna~en prenosniot odnos na idealniot transformator, a so Yk l−  e oz-

na~ena admitancijata na kusata vrska na transformatorot. Ako se ra-
boti vo edini~ni vrednosti (per unit), toga{ i prenosniot odnos na 
transformatorot treba da se izrazi soodvetno. Prenosniot odnos na 
transformatorot vo edini~ni vrednosti se definira kako koli~nik 
pome|u aktuelniot prenosen odnos na transformatorot i soodvetniot 
odnos na baznite naponi, t.e. 

mk l− = Prenosen odnos (primar / sekundar)
Soodveten odnos na baznite naponi

, (4.3) 

kade {to za jazolot k velime deka e od primarnata strana na transfor-
matorot, a za jazolot l velime deka e od sekundarnata strana. Da zabe-
le`ime deka za transformatori so nominalen prenosen odnos e 
mk l− = 1 , dodeka za transformatori so nenominalen prenosen odnos e 
mk l− ≠ 1 . 

[emata na slikata 4.2 ne e pogodna za sostavuvawe na matricata 
na admitanciite na sistemot. Zatoa }e ja zamenime so {emata kako na 
slikata 4.3. Parametrite na {emata na slikata 4.3 }e gi opredelime 
taka {to taa da bide ekvivalentna na {emata od slikata 4.2. Toa zna~i 
deka vo uslovi koga vo dvata slu~aja naponite na soodvetnite jazli se 
ednakvi, mora da bidat ednakvi i soodvetnite strui, t.e. mora da bide 

′ =I Ik k  i ′ =I Il l . 

Da gi izrazime struite I I Ik l k, ,   ′ i ′I l  so pomo{ na naponite na 

jazlite i parametrite na soodvetnite ekvivalentni {emi. Od {emata 
4.2 sleduva: 

                                                           
*  Vo ovoj slu~aj ne e zemena predvid grankata na magnetizirawe, {to e voobi~aeno pri 

modeliraweto na transformatorite so golemi nominalni mo}nosti. 
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( )I U U Yt l t l k l− −= − ⋅  . (4.4) 

No, bidej}i e  

U
U

mt
k

k l
=

−
   i   I

I
mk

t l

k l
= −

−
 , (4.5) 

od ravenkata (4.4) se dobiva: 

I
U

m
U

Y
mk

k

k l
l

k l

k l
= −








 ⋅

−

−

−
 . (4.6) 

Na sli~en na~in za strujata Il  dobivame: 

l

It-lIk Il

k

m :1k-l

t
Yk-l

Primarna strana Sekundarna strana

 
Slika 4.2   Ekvivalentna {ema na transformator 

l

Ik Il

k

Y1(

Y2

' 'k-l )

(k-l ) Y3(k-l )

 
         Slika 4.3   Ekvivalentna π-{ema na transformator 
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( )I U U Y U
U

m
Yl l t k l l

k

k l
k l= − ⋅ = −









 ⋅−

−
−  . (4.7) 

Od druga strana, od {emata na slikata 4.3 e: 

( )′ = − ⋅ + ⋅− −I U U Y U Yk k l k l k k l1 2( ) ( )  (4.8) 

i 

( )′ = − ⋅ + ⋅− −I U U Y U Yl l k k l l k l1 3( ) ( )  . (4.9) 

Izramnuvaj}i gi desnite strani na ravenkite (4.6) i (4.8), dobi-
vame: 

( )Y

m
U

Y
m

U Y Y U Y Uk l

k l
k

k l

k l
l k l k l k k l l

−

−

−

−
− − −⋅ − ⋅ = + ⋅ − ⋅2 1 2 1( ) ( ) ( )  . (4.10) 

Bidej}i ravenstvoto (4.10) treba da bide zadovoleno za kakvi i da bilo 
vrednosti na naponite Uk  i Ul , sleduva deka mora da bide: 

Y Y
Y

mk l k l
k l

k l
1 2 2( ) ( )− −

−

−

+ =  (4.11) 

i 

Y
Y
mk l

k l

k l
1( )−

−

−
=  . (4.12) 

Sli~no, so izramnuvawe na desnite strani na ravenkite (4.7) i 
(4.9), dobivame: 

( )− ⋅ + ⋅ = − ⋅ + + ⋅−

−
− − − −

Y
m

U Y U Y U Y Y Uk l

k l
k k l l k l k k l k l l1 1 3( ) ( ) ( ) .(4.13) 

Bidej}i ravenstvoto (4.13) treba da bide zadovoleno za razli~ni vred-
nosti na naponite Uk  i Ul , sleduva deka mora da bide: 
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Y
Y
mk l

k l

k l
1( )−

−

−
=  (4.14) 

i 

Y Y Yk l k l k l1 3( ) ( )− − −+ =  . (4.15)  

Imaj}i ja predvid ravenkata (4.12), odnosno ravenkata (4.14), od 
ravenkata (4.11) se dobiva: 

Y
m m

Y
m

Yk l
k l k l

k l
k l

k l2 1
1 1 1 1 1( ) ( )−

− −
−

−
−= ⋅ −





⋅ = −





⋅  , (4.16) 

a od ravenkata (4.15) se dobiva: 

( )Y
m

Y m Yk l
k l

k l k l k l3 11 1 1( ) ( )−
−

− − −= −





⋅ = − ⋅  . (4.17) 

Spored toa, transformatorot pome|u jazlite k i l, ~ij prenosen 
odnos e mk l−  i ~ija admitancija na kusata vrska e Yk l− , mo`e da se 

pretstavi so ekvivalentnata {ema kako na slikata 4.4. Ne e te{ko da 
se zaklu~i deka za mk l− = 1  {emata se sveduva samo na nadol`nata admi-
tancija Yk l− . Za vrednostite mk l− ≠ 1  dvete napre~ni admitancii imaat 

razli~na priroda, t.e. ednata e induktivna, a drugata e kapacitivna. 

m

lk

Yk-lk-l
1

mk-l
1

mk-l
1 Yk-l Yk-l( _1) (1 mk-l

1_ )

 
Slika 4.4   Admitanciska forma na ekvivalentnata π-{ema na transformator 

Koristej}i ja pretstavata od slikata 4.4, po promenata na pre-
nosniot odnos na transformatorot od mk l− (star)

 na mk l− (nov)
 za soodvet-
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nite elementi na matricata na admitanciite na sistemot mo`eme da 
napi{eme: 

Y Y Y
Y

m
Y

mkl lk kl
k l

k l

k l

k l( )
( ) ( )

nov (nov) (star)
star nov

= = + −−

−

−

−
 ,  (4.18) 

Y Y
Y

m
Y

mkk kk
k l

k l

k l

k l
( ) ( )

( ) ( )
nov star

star nov

= − +−

−

−

−
2 2  , (4.19) 

Y Yll ll( ) ( )nov star
=  . (4.20) 

Od ravenkite (4.18), (4.19) i (4.20) se gleda deka so promenata na 
prenosniot odnos na transformatorot (instaliran pome|u jazlite k i 
l) se menuvaat samo elementite na matricata na admitanciite na siste-
mot {to se nao|aat na poziciite kk, kl i lk. 

4.2.3. Potro{uva~i 

Pri presmetkite na naponite vo visokonaponskite sistemi e vo-
obi~aeno optovaruvawata na potro{uva~ite da se pretstavuvaat so  
konstantna aktivna i reaktivna mo}nost, t.e. aktivna i reaktivna mo}-
nost nezavisna od naponot kaj odnosniot jazol. Takvata pretstava e 
prakti~na i za mnogu analizi e sosema zadovoluva~ka. Tuka, pred sÚ, se 
misli na analizite vo fazata na planiraweto i proektiraweto. 

Edna od pri~inite za prifatlivosta na vakvata pretstava e vo 
faktot deka od visokonaponskiot sistem potro{uva~ite se napojuvaat 
preku transformatori koi, po pravilo, imaat mo`nost za regulacija 
na sekundarniot napon, pod optovaruvawe. Toa zna~i deka postojat teh-
ni~ki mo`nosti, pri razni vrednosti na primarniot napon, naponot na 
sekundarnata strana da se odr`uva vo relativno tesni granici, a so toa 
i mo}nosta nema mnogu da se menuva. 

Ako se vo pra{awe analizi od koi se bara pogolema to~nost, 
vakvata pretstava na potro{uva~ite mo`e da ne bide dovolno dobra, 
bidej}i ne vodi smetka za promenite na optovaruvawata zavisni od 
efektivnata vrednost na naponot. 

Poto~no pretstavuvawe na optovaruvawata na potro{uva~ite e 
mo`no so pomo{ na nivnite stati~ki karakteristiki, t.e. so funkci-
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ite P P U= ( )  i Q Q U= ( ) . Vo literaturata se prepora~uva ovie funkcii 
da se zemaat vo forma na kvadratni trinomi [41], t.e. 

( )P P a b U c U= ⋅ + ⋅ + ⋅0
2    i   ( )Q Q d e U f U= ⋅ + ⋅ + ⋅0

2  , 

pri {to e a b c d e f+ + = + + = 1 . No, te{kotijata e vo toa {to za sekoj 
jazol treba da se utvrdat koeficientite na trinomot, a toa e zada~a 
{to vo prakti~ni uslovi ne mo`e ednostavno da se re{i. 

Pri analiza na srednonaponskite i/ili niskonaponskite sis-
temi, potro{uva~ite se pretstavuvaat so: 

• aktivna i reaktivna mo}nost nezavisni od naponot (t.e. kon-
stantna mo}nost), 

• struja nezavisna od naponot (t.e. konstantna struja), 
• impedancija nezavisna od naponot (t.e. konstantna impedan-

cija) ili 
• kombinacija na prethodnite na~ini, odnosno koristewe na 

funkciite ( )P U  i ( )Q U . 

4.2.4. Primer na pretstavuvawe vod 

Da se opredelat parametrite na ekvivalentnata π-{ema na vod, 
vo edini~ni vrednosti (per unit). Krajnite jazli na vodot se k i l. Za 
vodot se poznati slednive parametri: nadol`na aktivna otpornost 
3,69 Ω, nadol`na reaktancija 12 Ω, napre~na susceptancija 84 µS i no-
minalen napon 110 kV.  

R e { e n i e :  

Ako za bazen napon usvoime Ubazen = 110 kV  i za bazna mo}nost 
usvoime Sbazna = 100 MVA , baznata impedancija }e bide: 

Z U
Sbazna

bazen
2

bazna
= = ⋅

⋅
=110 10

100 10
121

2 6

6 Ω  . 

So toa vo edini~ni vrednosti se dobiva: 

( )Y k l− =
+

= −121
3 69

2 832769
,

,
j12

j9,212257 per unit  

′ = ⋅ ⋅ =−
−Y k l j j0,010164 per unit .84 10 1216  

Ekvivalentnata π-{ema na vodot e prika`ana na slikata 4.5. 
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Yk-l

k l
k-lI

0,005082 per unitYk-l
'1

2

(2,832769 j− 9,212257) per unit=

Yk-l
'1

2 j=j= 0,005082 per unit

 
Slika 4.5   Ekvivalentna π-{ema na vodot 

4.2.5. Primer na pretstavuvawe transformator 

Nabquduvame transformator instaliran pome|u jazlite k i l. Za 
transformatorot se poznati slednive podatoci: 

• aktuelniot prenosen odnos e 203,5/115 kV/kV, 
• nominalnata mo}nost e 150 MVA, 
• naponot na kusata vrska e 12%, 
• nominalniot napon na delot od sistemot vo koj{to pripa|a 

jazolot k e 220 kV, 
• nominalniot napon na delot od sistemot vo koj{to pripa|a 

jazolot l e 110 kV. 

Da se opredelat parametrite na ekvivalentnata π-{ema na 
transformatorot (spored slikata 4.4), vo edini~ni vrednosti, zanema-
ruvaj}i ja aktivnata otpornost. 

R e { e n i e :  

Reaktancijata na kusata vrska na transformatorot, svedena na 
stranata na poniskiot napon (t.e. na stranata na jazolot l), e: 

X u U
S

k
transf.

ponis.
2

nom.
= ⋅

⋅
= ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=

100
12 115 10
100 150 10

10 58
2 6

6 , Ω  . 

Baznite naponi gi zemame ednakvi na nominalnite naponi vo 
sistemot, t.e. na stranata na povisokiot napon bazniot napon e 220 kV, 
a na stranata na poniskiot napon bazniot napon e 110 kV. Za bazna 
mo}nost usvojuvame 100 MVA.  

Od stranata na poniskiot napon baznata impedancija e: 

Z
U

Sbazna
bazen
2

bazna
(110)

(110)  = = ⋅
⋅

=110 10
100 10

121
2 6

6 Ω  . 
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Admitancijata na kusata vrska na transformatorot, svedena na 
stranata na poniskiot napon, vo edini~ni vrednosti, e: 

Y
Z

Xtransf.
bazna

transf.
= = = −(110)

j j
j per unit121

10 58
11 43667

,
, . 

Bidej}i admitancijata na kusata vrska na transformatorot e 
svedena na stranata na poniskiot napon, spored slikata 4.2 i ravenkata 
(4.3), za prenosniot odnos na transformatorot, vo edini~ni vrednosti, 
dobivame: 

mk l− = =

203 5
115
220
110

0 8847826

,

, per unit . 

So dosega opredelenite parametri mo`e da se formira ekviva-
lentna {ema na transformatorot spored slikata 4.2. [emata e prika-
`ana na slikata 4.6. 

 

lk

0,8847826:1 per unit

Yk-l = 11,43667 per unitj−

 
Slika 4.6 Ekvivalentna {ema na transformatorot so admitancijata 

na kusata vrska svedena na stranata na poniskiot napon 

Natamu, spored ravenkite (4.12), (4.16) i (4.17), za parametrite 
na ekvivalentnata π-{ema na transformator dobivame, soodvetno: 

Y
Y

mk l
k l

1
11 43667

0 8847826
12 92597( )

,
,

,−
−

= =
−

= −
transf. j

j per unit;
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( )Y
m

Y

mk l
k l k l

2
1 1 1

0 8847826
1 12 92597

1 683234

( ) ,
,

,

−
− −

= −





⋅ = −



 ⋅ −

= −

transf.
j

j per unit;
 

( ) ( ) ( )Y m
Y

mk l k l
k l

3 1 0 8847826 1 12 92597

1 489297

( ) , ,

,

− −
−

= − ⋅ = − ⋅ −

=

transf.
j

j per unit .
 

Spored toa, admitanciskata forma na ekvivalentnata π-{ema na 
razgleduvaniot transformator e kako na slikata 4.7. 

lk

12,92597 per unitY 1= − j

1,683234 per unit−j=Y
2 k-l)( 1,489297 per unitj=Y3 k-l)(

 
Slika 4.7 Admitanciska forma na ekvivalentnata π-{ema na 

transformatorot 

No, postapkata za opredeluvawe na parametrite na admitancis-
kata forma na ekvivalentnata π-{ema na transformatorot mo`ela da 
zapo~ne so sveduvawe na reaktancijata na kusata vrska na transforma-
torot na stranata na povisokiot napon, t.e. na stranata na jazolot k. Vo 
toj slu~aj, reaktancijata na kusata vrska na transformatorot iznesuva:  

X transf. = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=12 203 5 10
100 150 10

33 12980
2 6

6
, , Ω  . 

Baznata impedancija na stranata na povisokiot napon e: 

Zbazna(220) = ⋅
⋅

=220 10
100 10

484
2 6

6 Ω  . 

So toa, za admitancijata na kusata vrska na transformatorot, vo 
edini~ni vrednosti, dobivame: 

Y transf. = = −484
33 12980

14 60920
j

j per unit
,

, . 
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Vo ovoj slu~aj admitancijata na transformatorot e svedena na 
stranata na povisokiot napon i spored slikata 4.2 i ravenkata (4.3), za 
soodvetniot prenosen odnos na transformatorot, vo edini~ni vred-
nosti, sleduva: 

ml k− = =

115
203 5
110
220

1 130221, , per unit . 

So opredelenite parametri, ekvivalentnata {ema na transfor-
matorot, spored slikata 4.2, e prika`ana na slikata 4.8. 

l k

Yl-k

1,1302211:1 per unit

= 14,60920 per unitj−

 
Slika 4.8 Ekvivalentna {ema na transformatorot so admitancijata  

na kusata vrska svedena na stranata na povisokiot napon  
(t.e. na stranata na jazolot k) 

Natamu, spored ravenkite (4.12), (4.16) i (4.17), za parametrite 
na ekvivalentnata π-{ema na transformatorot sleduva: 

Y
Y

ml k
l k

1
14 60920

1 130221
12 92597( )

,
,

,−
−

= =
−

= −
transf. j

j per unit  , 

( )Y
m

Y
ml k

l k l k
2

1 1 1
1 130221

1 12 92597

1 489297

( ) ,
,

,

−
− −

= −





⋅ = −



 ⋅ −

=

transf.
j

j per unit  ,
 

( ) ( ) ( )Y m
Y

ml k l k
l k

3 1 1 130221 1 12 92597

1 683234

( ) , ,

,

− −
−

= − ⋅ = − ⋅ −

= −

transf.
j

j per unit .
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Spored dobienoto, admitanciskata forma na ekvivalentnata π-
{ema na razgleduvaniot transformator e kako na slikata 4.9. 

l k

12,92597 per unitY1 = −

1,683234 per unit= − j

j

 1,489297 per unit= jY2 l-k( )

l-k( )

Y
3 l-k( )

 
Slika 4.9   Admitanciska forma na ekvivalentnata π-{ema na 

transformatorot 

Od slikite 4.7 i 4.9 se gleda deka dvete ekvivalentni {emi se 
identi~ni, iako se dobieni na razli~ni na~ini. Toa e mo{ne va`en 
zaklu~ok, so koj se potvrduva prakti~nosta na koristewe edini~ni 
vrednosti pri analiza na sistemi so pove}e naponski nivoa. 

4.3. Raspredelba na optovaruvawata 

Kon presmetkata na raspredelbata na optovaruvawata, t.e. kon 
presmetkata na optovaruvawata na oddelnite elementi na sistemot, se 
pristapuva po presmetuvaweto na naponite na jazlite. 

Ako poinaku ne e naglaseno, }e smetame deka za elementot k−l po-
~etniot jazol e k, a krajniot jazol e l. Pozitivnata nasoka ja zemame od 
po~etniot kon krajniot jazol. 

So Pk l−  i Qk l−  }e gi ozna~ime aktivnata i reaktivnata mo}nost 

na po~etokot na elementot k−l, soodvetno, a so Ik l−  }e ja ozna~ime stru-

jata na po~etokot na elementot. 

Ako elementot e vod, so vkupna nadol`na admitancija Yk l−  i 

vkupna napre~na admitancija ′ −Y k l , koristej}i ja {emata na slikata 

4.1, za strujata na po~etokot na vodot k−l mo`e da se napi{e: 

( )I U U Y U Y
k l k l k l k

k l
− −

−= − ⋅ + ⋅ ′
2

  (4.21) 
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i za kompleksnata mo}nost na po~etokot na vodot sleduva: 

( ) ( )S P Q U I U U U Y U
Y

k l k l k l k k l k k l k l k
k l

− − − − −
−= + = ⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅

′











j * * * * *
*

2
.  (4.22) 

Na sli~en na~in, za vodot l−k, sleduva: 

( )I U U Y U Y
l k l k k l l

k l
− −

−= − ⋅ + ⋅ ′
2

 (4.23) 

i 

( ) ( )S P Q U I U U U Y U
Y

l k l k l k l l k l l k k l l
k l

− − − − −
−= + = ⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅

′











j * * * * *
*

2
 . (4.24) 

Dokolku elementot k−l e transformator, uslovno velime deka 
stranata k e primarna, a stranata l deka e sekundarna. Koristej}i ja 
{emata od slikata 4.4, za strujata na primarnata strana na transfor-
matorot mo`e da se napi{e: 

( )I U U
Y
m

U
m

Y
m

U
m

U
Y
mk l k l

k l

k l
k

k l

k l

k l

k

k l
l

k l

k l
−

−

− −

−

− −

−

−
= − ⋅ + ⋅ −









 ⋅ = −









 ⋅1 1  (4.25) 

i za kompleksnata mo}nost na primarnata strana na transformatorot 
sleduva: 

S P Q U I U
m

U U
Y
mk l k l k l k k l

k

k l
k l

k l

k l
− − − −

−

−

−
= + = ⋅ = − ⋅









 ⋅j * *

*2
 . (4.26) 

Analogno se dobiva: 

( )I U U Y
m

U
m

Y

U
U

m
Y

l k l k
k l

k l
l

k l
k l

l
k

k l
k l

−
−

− −
−

−
−

= − ⋅ + ⋅ −








 ⋅

= −








 ⋅

1 1

 (4.27) 

i 
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S P Q U I U
U U
m

Yl k l k l k l l k l
l k

k l
k l− − − −

−
−= + = ⋅ = −

⋅







 ⋅j *

*
*2  . (4.28) 

Ako za elementot k−l se poznati mo}nostite Pk l− , Pl k− , Qk l−  i 
Ql k− , lesno mo`at da se presmetaat zagubite na aktivnata i reaktiv-
nata mo}nost vo elementot, bidej}i e: 

∆ ∆P P P Pk l l k k l l k− − − −= = +  (4.29) 

i 

∆ ∆Q Q Q Qk l l k k l l k− − − −= = +  . (4.30) 

4.4. Gaus-Zajdelov metod 

4.4.1. Sistemi bez jazli so kontroliran napon 

Neka e daden elektroenergetski sistem ~ija ednopolna {ema e 
prika`ana na slikata 4.10. Poznati se efektivnata vrednost i fazniot 
agol na naponot na jazolot 5. Za drugite jazli se poznati injektiranite 
aktivni i reaktivni mo}nosti. Poznata e matricata na admitanciite 
na sistemot. 

Sistemot od slikata 4.10 ima pet nezavisni jazli, a toa zna~i de-
ka ima pet kompleksni nepoznati: ~etiri kompleksni naponi na jazlite 
za koi se poznati injektiranite aktivni i reaktivni mo}nosti i injek-
tiranata kompleksna mo}nost vo jazolot so poznat napon. 

Spored toa, ako za presmetka na naponite go koristime matema-
ti~kiot model (4.1), vrz osnova na toj model, odnosno ravenkite (3.11), 
mo`eme da napi{eme ~etiri ravenki so ~etirite nepoznati komplek-
sni naponi U1 , U2 , U3  i U4 , t.e. 

Y U Y U Y U I
Y U Y U Y U Y U I
Y U Y U Y U I

Y U Y U Y U I

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 24 4 25 5 2

31 1 33 3 35 5 3

42 2 44 4 45 5 4

+ + =
+ + + =
+ + =

+ + =

 

.

  (4.31) 
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5 3 1

24

G G
 

Slika 4.10   Ednopolna {ema na elektroenergetskiot sistem 

Me|utoa, vo sistemot (4.31) nepoznati se i injektiranite strui 
od desnata strana na ravenkite. Niv gi izrazuvame so injektiranite 
kompleksni mo}nosti vo jazlite i soodvetnite naponi na jazlite. Taka, 
na primer, ako za jazolot k e poznata injektiranata kompleksna mo}-
nost, injektiranata struja vo istiot jazol se presmetuva od slednata 
ravenka: 

I
S
U

P Q
Uk

k

k

k k

k
=








 = −

*

*
j

 . (4.32) 

Ako vo ravenkite (4.31) gi izrazime injektiranite strui vo jaz-
lite kako vo (4.32), go dobivame sledniov sistem ravenki: 

Y U Y U Y U P Q
U

Y U Y U Y U Y U P Q
U

Y U Y U Y U P Q
U

Y U Y U Y U P Q
U

11 1 12 2 13 3
1 1

1

21 1 22 2 24 4 25 5
2 2

2

31 1 33 3 35 5
3 3

3

42 2 44 4 45 5
4 4

4

+ + = −

+ + + = −

+ + = −

+ + = −

j

j

j

j

*

*

*

*

 

.

 (4.33) 

odnosno, zapi{an vo poinakva forma, toj e: 
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Y U Y U Y U P Q
U

Y U Y U Y U P Q
U

Y U

Y U Y U P Q
U

Y U

Y U Y U P Q
U

Y U

11 1 12 2 13 3
1 1

1

21 1 22 2 24 4
2 2

2
25 5

31 1 33 3
3 3

3
35 5

42 2 44 4
4 4

4
45 5

+ + = −

+ + = − −

+ + = − −

+ = − −

j

j

j

j

*

*

*

*

 

.

 (4.34) 

Sistemot ravenki (4.34) e nelinearen sistem so ~etiri kom-
pleksni nepoznati, ~ija{to matrica na koeficienti e kompleksna 
matrica od ~etvrti red. Da zabele`ime deka matricata na koeficien-
tite na sistemot (4.34) se dobiva od matricata na admitanciite na sis-
temot koga od nea }e se izostavat redicata i kolonata {to odgovaraat 
na jazolot so poznat napon (vo razgleduvaniot sistem pettata redica i 
kolona). Za re{avawe na toj sistem ravenki }e go upotrebime itera-
tivniot algoritam poznat pod imeto Gaus-Zajdelov metod. 

Bidej}i dijagonalnite elementi na matricata Y  se razli~ni od 
nula, ravenkite (4.34), najnapred, gi pi{uvame vo slednava forma: 

U
Y

P Q
U

Y U Y U1
11

1 1

1
12 2 13 3

1= ⋅ − − −








j

*  (4.35) 

U
Y

P Q
U

Y U Y U Y U2
22

2 2

2
21 1 24 4 25 5

1= ⋅ − − − −








j

*  (4.36) 

U
Y

P Q
U

Y U Y U3
33

3 3

3
31 1 35 5

1= ⋅ − − −








j

*  (4.37) 

U
Y

P Q

U
Y U Y U4

44

4 4

4
42 2 45 5

1= ⋅
−

− −










j
*  . (4.38) 

Na po~etokot na presmetkata pretpostavuvame vrednosti za ne-
poznatite naponi. Tie vrednosti gi ozna~uvame so: U1

0( ) , U2
0( ) , U3

0( )  i 

U4
0( ) . Prakti~no e site ovie vrednosti da se zemaat ednakvi ili na na-

ponot na jazolot so poznat napon (vo slu~aj U5 ) ili na edinica vo edi-
ni~ni vrednosti. Vo toj slu~aj se veli deka se koristi t.n. ramen start 
(na angliski flat start). So zamenuvawe na pretpostavenite vrednosti na 
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naponite vo ravenkata (4.35) go presmetuvame naponot na jazolot 1 vo 
prvata iteracija, t.e. 

( )( )
U

Y
P Q

U
Y U Y U1

1

11

1 1

1
0

12 2
0

13 3
01( )

*
( ) ( )= ⋅

−
− −

















j
 (4.39) 

i prirastot na kompleksniot napon na prviot jazol: 

∆U U U1
1

1
1

1
0( ) ( ) ( )= −  . (4.40) 

Potoa go presmetuvame naponot na jazolot 2. Za taa cel ja koris-
time ravenkata (4.36), vo koja ja zamenuvame novopresmetanata vrednost 
U1

1( ) , dadenata vrednost na naponot na jazolot 5 i pretpostavenite vred-

nosti na naponite na drugite jazli. Na toj na~in se presmetuva: 

( )
U

Y
P Q

U
Y U Y U Y U2

1

22

2 2

2
0

21 1
1

24 4
0

25 5
1( )

( ) *
( ) ( )= ⋅

−
− − −

















j
  (4.41) 

i prirastot na kompleksniot napon na vtoriot jazol: 

∆U U U2
1

2
1

2
0( ) ( ) ( )= −  . (4.42) 

Analogno se presmetuvaat U3
1( ) , ∆U3

1( ) , U4
1( )  i ∆U4

1( ) . 

Sleduva kontrola dali procesot na iterativnoto presmetuvawe 
na naponite mo`e da se prekrati. Za taa cel, od site presmetani pri-
rasti na kompleksnite naponi vo tekovnata iteracija se proveruva 
onoj so najgolem modul. Dokolku toj modul ne e pogolem od zadadenata 
tolerancija, procesot na iterativnoto presmetuvawe mo`e da se pre-
krati (t.e. da se smeta za zavr{en) i vrednostite na naponite od po-
slednata iteracija se smetaat za baranoto re{enie. 

Namesto prethodniot kriterium za zavr{uvawe na procesot na 
iterativnoto presmetuvawe na naponite mo`e da se koristi ne{to po-
inakov kriterium. Spored ovoj kriterium se opredeluvaat apsolutnite 
vrednosti na realnite i imaginarnite komponenti na presmetanite 
prirasti na kompleksnite naponi na jazlite. Potoa, se proveruva dali 
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najgolemata od tie apsolutni vrednosti ne e pogolema od zadadenata 
tolerancija. Dokolku uslovot e ispolnet, mo`e da se smeta deka proce-
sot na iterativnoto presmetuvawe e zavr{en i vrednostite na naponi-
te od poslednata iteracija se smetaat za baranoto re{enie. 

Zadadenata tolerancija obi~no se ozna~uva so ε i nejzinata vred-
nost se izbira vo zavisnost od to~nosta na vleznite podatoci i to~nos-
ta so koja se bara rezultatot. 

Dokolku, na krajot na prvata iteracija, se konstatira deka ne e 
ispolnet uslovot za zavr{uvawe na iterativniot proces, presmetuva-
weto prodol`uva so vtorata iteracija. Taka se postapuva sÚ dodeka ne 
se dojde do iteracijata ν +1, vo koja }e bide ispolnet uslovot za pre-
kratuvawe na iterativnoto presmetuvawe, t.e. vo koja }e bide zadovo-
len uslovot: 

{ } { }max max
i i i i iU U U∆ ( ) ( ) ( )ν ν ν ε+ += − ≤1 1 , (4.43 a) 

ili uslovot: 

( ){ } ( ){ }
( ){ } ( ){ }

max max

max max

Re Re

Im Im .

i i i i i

i i i i i

U U U

U U U

∆

∆

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

ν ν ν

ν ν ν

ε

ε

+ +

+ +

= − ≤

= − ≤

1 1

1 1
 (4.43 b) 

Toga{ se prekratuva procesot na iterativno presmetuvawe na naponi-
te, a naponite presmetani vo iteracijata ν +1 se smetaat za baranoto 
re{enie. Da zabele`ime deka za ednakvo ε, uslovite (4.43 a) i (4.43 b) 
ne se ednakvi. Prviot uslov e postrog. 

Vo slu~aj na sistem so n nezavisni jazli, od koi za jazolot so in-
deksot s se poznati efektivnata vrednost i fazniot agol na naponot, 
vo iteracijata ν +1 naponot na jazolot i se presmetuva so ravenkata: 

( )
U

Y
P Q

U
Y U Y U

i n i s

i
ii

i i

i
il l

l

i

il l
l i

n
( )

( ) *
( ) ( )

, , ;

ν
ν

ν ν+ +

=

−

= +
= ⋅ − − −

















= ≠

∑ ∑1 1

1

1

1

1

1

j

 .

 (4.44) 

Konstatirano e deka brojot na iteraciite, preku koi se doa|a do 
baranoto re{enie, mo`e da se namali so upotreba na soodveten faktor 
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na zabrzuvawe, naj~esto ozna~uvan so α . Vo eden od najednostavnite na-
~ini na primena na ovie faktori, presmetanata vrednost na naponot na 
jazolot i, vo iteracijata ν +1, se korigira, odnosno se ìzabrzuvaí, na 
sledniov na~in: 

( )
( ) ( ) ( )U U U U U Ui i i i i izabrz.

( ) ( ) ( ) ( )ν ν ν ν ν να α+ + += + ⋅ − = + ⋅1 1 1∆ .   (4.45) 

Vrednosta na faktorot na zabrzuvaweto α  mo`e bitno da vlijae 
vrz brzinata na konvergencijata na iterativniot proces. Optimalnata 
vrednost na ovoj faktor, so koja brojot na iteraciite e minimalen, za-
visi od konfiguracijata na razgleduvaniot sistem, od parametrite na 
negovite elementi i stepenot na nivnata optovarenost. Zna~i, ne e 
mo`no odnapred da se znae optimalnata vrednost na faktorot na zabr-
zuvaweto. Sepak, vrz osnova na iskustvoto mo`at da se dadat izvesni 
preporaki. Spored niv, naj~esto, faktorot na zabrzuvawe mo`e da se 
izbira kako realen broj, so vrednost pome|u 1,1 i 1,8. Zaslu`uva da se 
zabele`i deka za vrednostite na faktorot na zabrzuvaweto {to se po-
golemi od negovata optimalna vrednost, brojot na iteraciite pobrzo 
se zgolemuva otkolku vo slu~aite koga vrednosta na faktorot na zabr-
zuvaweto e pomala od optimalnata (videte Dodatok B). Vo slu~aite 
koga ne se znae optimalnata vrednost na faktorot na zabrzuvaweto, za-
radi pretpazlivost, mo`e da se prepora~a da se primenuvaat pomalite 
vrednosti od navedeniot interval. Nesoodvetno odbranata vrednost na 
ovoj faktor mo`e da bide pri~ina iterativniot proces da stane poba-
ven ili divergenten. 

4.4.2. Sistemi so jazli so kontroliran napon 

Ako pokraj jazolot so poznat napon i jazlite so poznati injekti-
rani aktivni i reaktivni mo}nosti postojat i jazli so poznata injek-
tirana aktivna mo}nost i efektivna vrednost na naponot (odnosno jaz-
li so kontroliran napon), izlo`enata postapka za presmetka na nepoz-
natite naponi, t.e. Gaus-Zajdeloviot metod, mo`e pak da se koristi, no 
so izvesni dopolnuvawa koi se odnesuvaat samo na jazlite so kontroli-
ran napon. 

Najnapred, za da mo`e i za jazlite so kontroliran napon da se 
koristi ravenkata (4.44), i za tie jazli e neophodno da se raspolaga so 
vrednosta na injektiranata reaktivna mo}nost. Nea }e ja dobieme po 
presmetkoven pat, koristej}i gi aktuelnite kompleksni naponi na jaz-
lite i elementite na matricata na admitanciite na sistemot. Da pret-
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postavime deka jazolot i e eden od jazlite so kontroliran napon, ~ija 
vrednost treba da iznesuva Ui . Vrz osnova na ravenkite (4.53) ili (4.63) 
(videte oddel 4.5.1), injektiranata reaktivna mo}nost vo jazolot i, vo 
iteracijata ν +1, mo`e da se presmeta so edna od slednive ravenki: 

( ) ( )Q U Y U U Y Ui i il l
l

i

i il l
l i

n
( ) ( ) ( ) * ( ) ( ) *

Imν ν ν ν ν+ +

=

−

=
= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅












∑ ∑1 1

1

1
 , (4.46 a) 

ili 

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]

Q U U G B

U U G B

i i l il i l il i l
l

i

i l il i l il i l
l i

n

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

ν ν ν ν ν ν

ν ν ν ν ν

θ θ θ θ

θ θ θ θ

+ + + +

=

−

=

= ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ −

+ ⋅ ⋅ ⋅ − − ⋅ −

∑

∑

1 1 1 1

1

1
sin cos

sin cos

 (4.46 b) 

Vo ravenkata (4.46 b) so θi  e ozna~en fazniot agol na naponot na jazo-
lot i. Vo prvata iteracija se zema deka fazniot agol na naponot na ja-
zolot i e ednakov na pretpostaveniot, a vo drugite iteracii se zema 
deka e ednakov na presmetaniot vo prethodnata iteracija. 

Potoa se proveruva dali taka presmetanata vrednost na injekti-
ranata reaktivna mo}nost vo jazolot i e vo dozvolenite granici. Dokol-
ku e zadovolena relacijata: 

Q Q Qi i imin max
≤ ≤+( )ν 1 , (4.47) 

zna~i deka e mo`no odr`uvaweto na efektivnata vrednost na naponot 
na jazlot i na zadadenata vrednost. 

Vo natamo{nata presmetka vo iteracijata ν +1, presmetanata 
vrednost na injektiranata reaktivna mo}nost vo jazolot i se koristi za 
presmetka na fazniot agol na naponot na jazolot i. Za taa cel, vrz osno-
va na (4.44), najnapred gi presmetuvame realniot i imaginarniot del na 
naponot na toj jazol, t.e. 

( )
U E F

Y
P Q

U
Y U Y Ui i i

ii

i i

i
il l

l

i

il l
l i

n
( ) ( ) ( )

( )

( ) *
( ) ( )ν ν ν

ν

ν
ν ν+ + +

+
+

=

−

= +
= + = ⋅

−
− ⋅ − ⋅

















∑ ∑1 1 1
1

1

1

1

1

1j
j

 .

 (4.48) 
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Potoa, se opredeluva fazniot agol na naponot so pomo{ na ravenkata: 

θ ν
ν

νi
i

i

F
E

( )
( )

( )arctan+
+

+=










1
1

1  , (4.49 a) 

a kompleksniot napon na jazolot i, vo iteracijata ν +1, go presmetuva-
me od slednava ravenka: 

( )U Ui i i i
( ) ( ) ( )sin cosν ν νθ θ+ + += ⋅ +1 1 1j  . (4.49 b) 

Ako po presmetuvaweto na Qi
( )ν+1  se utvrdi deka e: 

Q Qi i
( )

min
ν + <1 , (4.50 a) 

vo natamo{nite presmetki vo tekovnata iteracija vo ravenkata (4.44) 
se zema: 

Q Qi i= min , (4.50 b) 

bidej}i tehni~kite uslovi kaj jazolot i ne dozvoluvaat injektirawe po-
mala reaktivna mo}nost od Qimin . 

Dokolku, pak, po presmetuvaweto na Qi
( )ν +1  se utvrdi deka e: 

Q Qi i
( )

max
ν + >1 , (4.51 a) 

vo ponatamo{nite presmetki od tekovnata iteracija vo (4.44) se zema: 

Q Qi i= max , (4.51 b) 

bidej}i kaj jazolot i tehni~kite uslovi ne ovozmo`uvaat da se injek-
tira pogolema reaktivna mo}nost. 

Redosledot na presmetuvawata pri presmetka na naponite na 
jazlite na elektroenergetskiot sistem, so primena na Gaus-Zajdelovi-
ot metod, e prika`an na blok-dijagramot na slikata 4.11. 
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Presmetka na matricata Y 
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Slika 4.11   Blok-dijagram na postapkata spored Gaus-Zajdeloviot metod 

4.4.3. Karakteristiki na Gaus-Zajdeloviot metod 

Gaus-Zajdeloviot metod e relativno poednostaven od drugite me-
todi i bara pomalku kompjuterska memorija. No, brojot na potrebnite 
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iteracii za dobivawe re{enie so baranata to~nost e relativno golem 
i zavisi kako od topologijata na sistemot taka i od parametrite na 
elementite i goleminite na injektiranite mo}nosti. Ne se retki slu-
~aite koga ovoj metod divergira. Osven toa, metodot naj~esto divergi-
ra dokolku vo sistemot ima elementi so negativni reaktancii. 

Od numeri~ka matematika e poznato deka Gaus-Zajdeloviot me-
tod ima poslaba konvergencija ako vo kompleksnata matrica na koefi-
cienti na sistemot ravenki (4.34) dijagonalnite elementi ne se domi-
nantni. Ova e karakteristi~no za matricata na admitancii na sistemi-
te kaj koi golem broj na jazli e so samo edna vrska so ostanatiot sis-
tem. Ako u{te i brojot na konturi vo sistemot e mnogu pomal od brojot 
na jazlite, za sistemot se veli deka e slabo povrzan. Navedenite nega-
tivni karakteristiki na Gaus-Zajdeloviot metod osobeno doa|aat do 
izraz kaj golemite slabo povrzani sistemi. 

4.4.4. Primer na presmetka spored Gaus-Zajdeloviot 
metod za sistem bez jazli so kontroliran napon 

Nabquduvame elektroenergetski sistem ~ija ednopolna {ema e 
kako na slikata 4.12. Podatocite za parametrite na vodovite se dadeni 
vo tabelata 4.1. Od jazolot 1 se napojuva potro{uva~ so aktivna mo}-
nost 40 MW i reaktivna mo}nost 25 Mvar. Vo jazolot 2 e priklu~en 
izvor {to vo sistemot injektira aktivna mo}nost 10 MW i reaktivna 
mo}nost 10 Mvar. Naponot na jazolot 3 se odr`uva na konstantna vred-
nost 113,3 kV. Nominalniot napon e 110 kV. 

3

1

2

G G
 

Slika 4.12  Ednopolna {ema na elektronergetskiot sistem za primerot 4.4.4 
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Tabela 4.1  Parametri na vodovite 

Vod Nadol`na impedancija 
Ω 

Napre~na admitancija 
µS 

1−2 12,10 + j24,20 j330,5785 

1−3 12,10 + j36,30 j330,5785 

2−3 6,05 + j18,15 j165,2893 

 

So pomo{ na Gaus-Zajdeloviot metod da se presmetaat naponite 
na jazlite 1 i 2. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite 
da se smeta za zavr{en vo iteracijata vo koja, vo odnos na prethodnata, 
kaj dvata jazla, prirastite na realnite i imaginarnite delovi na napo-
nite po apsolutna vrednost se pomali od ε = 1 1, V . 

R e { e n i e :  

Presmetkite }e gi napravime vo edini~ni vrednosti, pa poradi 
toa treba da se usvoi bazna mo}nost i bazen napon. Za baznata mo}nost 
odbirame 100 MVA. Kako {to e voobi~aeno, za bazen napon go odbirame 
nominalniot napon na mre`ata. Vo dadeniot slu~aj, baznata impedan-
cija e ednakva na: 

( )Zbazna = =110
100

121
2 kV

 MVA
Ω  . 

Injektiranite mo}nosti vo jazlite, izrazeni vo edini~ni vred-
nosti, se: 

( )P Q1 1
40 25

100
0 4 0 25+ =

− −
= − −j

j
j  per unit, ,  , 

( )P Q2 2
10

100
0 1 0 1+ =

+
= +j

j10
j  per unit, ,  , 

a naponot vo jazolot 3 (jazol so poznat napon), isto taka vo edini~ni 
vrednosti, e: 

( )U 3
113 3

110
1 03 0=

+
= +

,
,

j0
j  per unit  . 

Za elementite na sistemot se poznati nivnite nadol`ni impe-
dancii. Soodvetnite nadol`ni admitancii, izrazeni vo edini~ni vred-
nosti, se: 
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( )Y Z
Z1 2

1 2
2 2

121
12 1 2

0 1 0 2
0 1 0 2

0 1 0 2
0 05

2 4−
−

= =
+

= −
+

= − = −bazna
, ,

, ,
, ,

, ,
,j24

j j j per unit , 

( )Y Z
Z1 3

1 3
2 2

121
12 1 3

0 1 0 3
0 1 0 3

0 1 0 3
0 10

1−
−

= =
+

= −
+

= − = −bazna
, ,

, ,
, ,

, ,
,j36

j j j3 per unit , 

( )Y Z
Z2 3

2 3
2 2

121
6 05 15

0 05 0 15
0 05 0 15

0 05 0 15
0 0250

2−
−

= =
+

= −
+

= − = −bazna
, ,

, ,
, ,

, ,
,j18

j j j6 per unit . 

Napre~nite admitancii na elementite na sistemot, izrazeni vo 
edini~ni vrednosti, se: 

′ = ′ = ⋅ ⋅ =− −
−Y Y1 2 1 3

6330 5785 10 121 0 04j j per unit, , , 

′ = ⋅ ⋅ =−
−Y 2 3

610 121 0 02j165,2893 j per unit, . 

Bidej}i nema induktivni spregi pome|u elementite na sistemot, 
elementite od matricata Y  gi presmetuvame spored pravilata za for-
mirawe na matricata na admitanciite na sistemot, navedeni na krajot 
na potpoglavjeto 3.4: 

( )Y Y Y12 1 2 212 4= − = − + =− j per unit , 

( )Y Y Y23 2 3 322= − = − + =− j6 per unit , 

( )Y Y Y13 1 3 311= − = − + =− j3 per unit , 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

Y Y Y Y Y11 1 2 1 3 1 2 1 3
1
2

2 4 1 1
2

0 04 0 04 3 6 96

= + + ′ + ′

= − + − + + = −

− − − −

j j3 j j j per unit, , , ,
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

Y Y Y Y Y22 1 2 2 3 1 2 2 3
1
2

2 4 2 1
2

0 04 0 02 4 97

= + + ′ + ′

= − + − + + = −

− − − −

j j6 j j j9 per unit, , , ,
 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

Y Y Y Y Y33 1 3 2 3 1 3 2 3
1
2

1 3 2 1
2

0 04 0 02 3 8 97

= + + ′ + ′

= − + − + + = −

− − − −

j j6 j j j per unit., , ,
 

Zna~i, matricata na admitanciite na sistemot e: 
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Y G B= + =
− −

− −
− −

















+
−

−
−

















j j
3 00 2 00 1 00
2 00 4 00 2 00
1 00 2 00 3 00

6 96 4 00 3 00
4 00 9 97 6 00
3 00 6 00 8 97

, , ,
, , ,
, , ,

, , ,
, , ,
, , ,

 . 

Pred da zapo~ne iterativnoto presmetuvawe, za naponite na jaz-
lite gi pretpostavuvame soodvetnite vrednosti od ìramniot startí, 
t.e. 

U1
0 1 0 0 0( ) , ,= + j , 

U2
0 1 0 0 0( ) , ,= + j . 

Koristej}i ja ravenkata (4.44), za naponite na jazlite i nivnite 
prirasti, vo prvata iteracija presmetuvame: 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

U
Y

P Q

U
Y U Y U1

1

11

1 1

1
0

12 2
0

13 3
1

0 40 0 25

0
2 4 1 0 3 1 03 0

3 6 96
2 63 6 84

3 6 96
0 9661360 0 03856435

( )
( ) *

( )

*
, ,

,

,
, ,

,
, ,

= ⋅
−

− −
















=

− − −
− − + ⋅ − − ⋅













−
=

=
−

−
= −

j

j

1 + j
j + j 1 + j + j

j
j

j
j per unit ,

 

( ) ( )
( )

∆U U U1
1

1
1

1
0 0 9661360 0 03856435 1 0

0 03386402 0 03856435

( ) ( ) ( ) , ,

, ,

= − = − − +

= − −

j j

j per unit ,
 

( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

U
Y

P Q

U
Y U Y U2

1

22

2 2

2
0

21 1
1

23 3
1

0 1 0 1

0
2 4 0 9661360 0 03856435 1 03 6

4 9
3 938015 10 22167

4 9 97
1 019595 0 01407861

( )
( ) *

( )

*
, ,

, ,

, ,
,

, ,

= ⋅
−

− −
















=

−
− − + ⋅ − − ⋅ −













−

=
−

−
= −

j

j

1+ j
j , j 2 + j

j ,97
j

j
j per unit .
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( ) ( )
( )

∆U U U2
1

2
1

2
0 1 019595 0 01407861 1 0

0 019595 0 01407861

( ) ( ) ( ) , ,

, ,

= − = − − +

= −

j j

j per unit .
 

Dozvolenata tolerancija, vo edin~ni vrednosti, e: 

ε = =
⋅

= −11 11 10 5, ,
Ubazen 110 10

 per unit3  . 

Spored toa, kriteriumot za prekin na iterativnoto presmetuvawe na 
naponite, izrazen preku relacijata (4.43 b), o~igledno ne e zadovolen. 
Poradi toa, procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite pro-
dol`uva. Vo vtorata iteracija se presmetuva: 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ]

U
Y

P Q

U
Y U Y U1

2

11

1 1

1
1

12 2
1

13 3
1

1
3 6 96

0 40 0 25

0 9661360 0 03856435

2 4 1 019595 0 01407861 3 1 03

( )

( ) *
( )

*,
, ,

,

, , ,

= ⋅
−

− ⋅ − ⋅

















=
−

⋅
− − −

−







− − + ⋅ − − − ⋅

j

j
j

, j

j j 1+ j ,

 

( )U1
2 2 609826 6 921685

3 6 96
0 9749799 0 04527499( ) , ,

,
, ,= −

−
= −j

j
j per unit , 

( ) ( )
( )

∆U U U1
2

1
2

1
1

3

0 9749799 0 04527499 0 9661360 0 03856435

8 843899 6 710637 10

( ) ( ) ( )

, , , ,

, ,

= −

= − − −

= − ⋅ −

j j

j per unit ,

 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ]

U
Y

P Q

U
Y U Y U2

2

22

2 2

2
1

21 1
1

23 3
1

1
4 9

0 1 0 1

1 019595 0 01407861

2 4 0 9749799 0 04527499 1 03 6

( )
( ) *

( )

*
, ,

,

, ,

= ⋅
−

− ⋅ − ⋅
















=
−

⋅
−

−







− − + ⋅ − − ⋅ −

j

j ,97
j

, j

j , j 2 + j  ,

 

( )U2
2 3 925565 10 26988

4 9
1 023328 0 01682520( ) , , , ,= −

−
= −j

j ,97
j per unit . 
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( ) ( )
( )

∆U U U2
2

2
2

2
1

3

1 023328 0 01682520 1 019595 0 01407861

3 733516 2 746596 10

( ) ( ) ( )

, , , ,

, ,

= −

= − − −

= − ⋅ −

j j

j per unit.

 

Mo`e da se konstatira deka ni po vtorata iteracija ne e zadovo-
len kriteriumot za zavr{uvawe na procesot na iterativnoto presme-
tuvawe na naponite. Poradi toa, procesot prodol`uva so tretata ite-
racija, itn. 

Rezultatite od prvite osum iteracii se dadeni vo tabelite 4.2 i 
4.3. Vo tabelata 4.2 se prika`ani naponite na jazlite vo prvite osum 
iteracii, a vo tabelata 4.3 se prika`ani soodvetnite prirasti na na-
ponite na jazlite.  

Od tabelata 4.3 se gleda deka na krajot na osmata iteracija apso-
lutnite vrednosti na prirastite na realnite i imaginarnite delovi na 
naponite se pomali od dozvolenata tolerancija. Toa zna~i deka e zado-
volen kriteriumot 4.43 b i procesot na iterativnoto presmetuvawe na 
naponite mo`e da se prekrati. Naponite presmetani vo osmata itera-
cija se smetaat za baranoto re{enie. Izrazeni vo kilovolti, tie se: 

( )U e1 0 9786262 0 04603336 110 107 649 5 064= − ⋅ = − ⋅ −, , , ,j j =107,77  kVj2,69 , 

( )U e2
0 951 024819 0 01707452 110 112 730 112 75= − ⋅ = − ⋅ −, , , , ,j j1,878=  kVj . 

Tabela 4.2  Naponite na jazlite po iteracii 

Iteracija U1 per unit U2 per unit 

1 0,9661360 − j0,03856435 1,019595 − j0,01407861 

2 0,9749799 − j0,04527499 1,023328 − j0,01682520 

3 0,9775581 − j0,04609472 1,024395 − j0,01712677 

4 0,9783168 − j0,04610792 1,024699 − j0,01711468 

5 0,9785381 − j0,04606575 1,024786 − j0,01709090 

6 0,9786023 − j0,04604424 1,024810 − j0,01707987 

7 0,9786208 − j0,04603606 1,024817 − j0,01707584 

8 0,9786262 − j0,04603336 1,024819 − j0,01707452 
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Tabela 4.3  Prirastite na naponite na jazlite po iteracii 

Iteracija ∆U 1 per unit ∆U 2  per unit 

1 −0,033864 − j0,038564 0,019595 − j0,014078 

2 0,008844 − j0,006711 0,003733 − j0,002747 

3 0,002578 − j0,000820 0,001067 − j0,000302 

4 0,000759 − j0,000013 0,000304 + j0,000012 

5 0,000221 + j0,000042 0,000087 + j0,000024 

6 0,000064 + j0,000022 0,000025 + j0,000011 

7 0,000018 + j0,000008 0,000007 + j0,000004 

8 0,000005 + j0,000003 0,000002 + j0,000001 

 

4.4.5. Primer na presmetka spored Gaus-Zajdeloviot 
metod za sistem so jazli so kontroliran napon 

Za elektroenergetskiot sistem ~ija ednopolna {ema e prika`a-
na na slikata 4.13, so pomo{ na Gaus-Zajdeloviot metod da se presmeta-
at nepoznatite naponi i nepoznatite injektirani mo}nosti. Potoa da 
se presmeta raspredelbata na optovaruvawata vo elementite i zagubi-
te na mo}nost vo niv. 

A

C

D

B

   = (115+j0) kVUD

P   = 100 MWC
U   = 210 kVC

   = (250+j125) MVAS A

213,4/115 kV/kV

11%

150 MVA

213,4/115 kV/kV

11%
150 MVA a

b

T1

G

G

3     T2×

 

Slika 4.13  Ednopolna {ema na elektroenergetskiot sistem za primerot 4.4.5 
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Podatocite za parametrite na vodovite se prika`ani vo tabe-
lata 4.4. Podatocite za jazlite i za transformatorite se dadeni na 
slikata 4.13. Jazolot D e jazol so poznat napon, dodeka jazolot C e jazol 
so kontroliran napon vo koj{to izvorot injektira mo}nost od 100 MW, 
a efektivnata vrednost na naponot se odr`uva na 210 kV. Vo jazolot A 
se priklu~eni potro{uva~i so vkupna mo}nost od (250+j125) MVA. Jazo-
lot B mo`e da se smeta kako jazol so injektirana kompleksna mo}nost 
ednakva na nula. 

Tabela 4.4  Parametri na vodovite 

Vod Nadol`na impedancija 
Ω 

Napre~na admitancija 
µS 

A-D (a) 10,71+ j 36,70 j 253,65 

A-D (b) 10,09 + j 33,76 j 244,81 

B-C   5,22 + j 27,51 j 176,85 

 

Nominalniot napon na vodot B−C e 220 kV, a nominalniot napon 
na ostanatite vodovi e 110 kV. 

Presmetkite na realnite i imaginarnite delovi na naponite na 
jazlite da se napravat so to~nost od najmalku 10−5 per unit, zemaj}i gi 
nominalnite naponi za bazni. Pri presmetkite da se smeta deka vo ja-
zolot C ne postojat ograni~uvawa za generirawe na reaktivnata mo}-
nost. 

R e { e n i e :  

Vo sistemot ima ~etiri nezavisni jazli, pa zaradi toa brojot na 
nepoznati kompleksni naponi na jazlite e tri. Spored toa, za jazlite A 
i B se presmetuvaat kompleksnite naponi, za jazolot C se presmetuva 
fazniot agol na naponot i injektiranata reaktivna mo}nost, a za jazo-
lot D se presmetuva injektiranata kompleksna mo}nost. 

Najnapred, da im dodelime redni broevi na jazlite. Na primer, 
jazlite neka bidat numerirani na sledniot na~in: A→1, B→2, C→3 i 
D→4. Referentniot jazol (zemjata) go ima redniot broj 0. 

Potoa se pristapuva kon formirawe na matricata na admitan-
cii na nezavisni jazli. Za taa cel e potrebno da se presmetaat paramet-
rite na π-ekvivalentnite {emi na elementite od sistemot. 

Bidej}i vo mre`ata postojat dve naponski nivoa, presmetkite }e 
gi napravime vo edini~ni vrednosti. Usvojuvame bazna mo}nost za dve-
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te naponski nivoa ednakva na 100 MVA, a baznite naponi }e zememe deka 
se ednakvi na soodvetnite nominalni naponi vo sistemot. So toa, baz-
nite impedancii se 121 Ω i 484 Ω, za naponskite nivoa 110 kV i 220 kV, 
soodvetno. 

Nadol`nite admitancii na vodovite, vo edini~ni vrednosti, se: 

( )Y
Z1 4

1 4

121
10 71

0 8866414−
−

= =
+

= −
( )

( )
,

,
a

(110)

a

Z

j36,70
j3,038258

bazna
 per unit, 

( )Y
Z1 4

1 4

121
10 09

0 9833631−
−

= =
+

= −
( )

( )
,

,
b

(110)

b

Z

j33,76
j3,290221

bazna
 per unit, 

( )Y
Z2 3

2 3

484
5 22

3 222351−
−

= =
+

= −
Z

j27,51
j16,98216(220)bazna

,
,  per unit, 

a napre~nite admitancii od π-ekvivalentnite {emi na vodovite se: 

1
2 2

121
21 4

1 4
′ =

⋅ ′
=

⋅ ⋅
=−

− −
Y

Y
( )

( )
a

(110) aZ j253,65 10
j0,01534583

6bazna
 per unit, 

1
2 2

121
21 4

1 4
′ =

⋅ ′
=

⋅ ⋅
=−

− −
Y

Y
( )

( )
b

(110) bZ j244,81 10
j0,01481101

6bazna
 per unit, 

1
2 2

484 176 85 10
22 3

2 3 6
′ =

⋅ ′
=

⋅ ⋅
=−

− −
Y

YZ j
j0,04279770(220)bazna ,

 per unit. 

Interkonektivnite transformatori se so nenominalen preno-
sen odnos i niv }e gi pretstavime so ekvivalentnata {ema kako na sli-
kata 4.3. Transformatorite T1 i T2 se so ednakvi parametri i imaat 
ednakvi prenosni odnosi. Admitancijata na kusa vrska na transforma-
torite, svedena na 220 kV strana i izrazena vo edini~ni vrednosti, e: 

Y Y
XT2 T1

T1

Z

j j
j14,49289 per unit(220)= = =

⋅
= −

bazna 484
0 11 213 4

150

2, ,
 . 

Admitanciite od ekvivalentnata {ema na slikata 4.3 se presme-
tuvaat spored ravenkite (4.14), (4.16) i (4.17). Najnapred, spored (4.3), 
go presmetuvame prenosniot odnos na transformatorot vo edini~ni 
vrednosti: 
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m4 2

115
213 4
110
220

0 5388941
0 5

1 077788− = = =, ,
,

,  per unit  . 

Potoa se presmetuvaat soodvetnite admitancii od ekvivalentnata {e-
ma prika`ana na slikata 4.3: 

Y Y
Y

m1 1
14 49289
1 077788(1 3) (4 2)

T1

4 2
j j13,44689

− −
= = = − = −

−

,
,

 per unit, 

Y Y
m

Y2 2
4 2

11 3 2 4 2
1 1

( ) (4 )
j0,9705147

− − −
= = −





⋅ =
− ( )

 per unit, 

( )Y Y m Y3 3 11 4
1

( 3) ( 2) (4 2)4 2 j1,046009
− − −

= = − ⋅ = −−  per unit. 

Bidej}i vo sistemot ne postojat induktivno spregnati elementi, 
matricata na admitancii na mre`ata }e ja formirame so inspekcija na 
sistemot. Dijagonalnite elementi se: 

( ) ( )Y Y Y Y Y Y Y11 1 4 1 4 1 4 1 4 2 1
1
2

3 1 3 1 3= + + ⋅ ′ + ′ + ⋅ +

= −

− − − − − −( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b

1,870005 j43,72744 ,
 

Y Y Y Y Y22 2 3 2 3 1 3
1
2 4 2 4 2= + ⋅ ′ + + −− − − −( ) ( ) = 3,222351 j31,43226  , 

( )Y Y Y Y Y33 2 3 2 3 3 1
1
2

3 1 3 1 3= + ⋅ ′ + ⋅ + −− − − −( ) ( ) =3,222351 j60,41806  , 

( )Y Y Y Y Y Y Y44 1 4 1 4 1 4 1 4 2 1
1
2 4 2 4 2= + + ⋅ ′ + ′ + +

= −

− − − − − −( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b a b

1,870005 j18,77469 ,
 

a vondijagonalnite elementi se: 

( )Y Y Y13 31 13 3
1 3

= = − ⋅ = − ⋅ −
−( )

j13,44689 = j40,34066  , 

Y Y Y Y14 41 1 4 1 4= = − − = −− −( ) ( )a b
1,870005+ j6,328479 , 

Y Y Y23 32 2 3 3 222351= = − = − +− , j16,98216 , 

Y Y Y24 42 1 4 2
= = − =

−( )
j13,44689  . 
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Kone~no, realniot i imaginarniot del od matricata na admi-
tancii na sistemot (vo edini~ni vrednosti) se: 

G =

−
−

−
−



















1 870005 0 0 1 870005
0 3 222351 3 222351

3 222351 0
1 870005 0

, ,
, ,
,

,

0
0 3,222351

0 1,870005

 , 

B =

−
−

−
−



















43 72744 0 40 34066 6 328479
0 31 43226 16 98216

40 34066 16 98216 60 41806 0
6 328479 0 18,77469

, , ,
, ,

, ,
,

13,44689
,

13,44689

 . 

Pred da zapo~ne presmetkata na naponite e potrebno da se odbe-
rat po~etnite vrednosti na naponite. Za jazlite od tipot PQ pret-
postavuvame "ramen start", t.e. 

( )U U1
0

2
0 1 0( ) ( )= = + j per unit  , 

dodeka za jazlite od tipot PV pretpostavuvame fazni agli na naponite 
ednakvi na nula, t.e. 

( )U 3
0 210 0

0 9545454 0( ) ,=
+

= +
j

220
j per unit  . 

Naponot na jazolot D e: 

( )U 4
115 0

1 045455 0=
+

= +
j

110
j  per unit,  . 

Injektiranite mo}nosti vo jazlite vo edini~ni vrednosti se: 

( )S P Q1 1 1
250 125

100
2 5 1 25= + = −

+
= − −j

j
j  per unit, , , 

S 2 0= , 

P3
100
100

1 0= = ,  per unit  . 

Vo prvata iteracija, so pomo{ na ravenkata (4.44), za kompleks-
niot napon na jazolot A, dobivame: 
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( )
U

Y
P Q

U
Y U Y U1

1

11

1 1

1
0

13 3
0

14 4
1( )

( ) *
( )= ⋅

−
− ⋅ − ⋅

















j
 , 

( ) ]

U 1
1 1

1 870005 43 72744
2 5

1 0
0 9545454 1 870005 1 045455

( )
, ,

,
,

, , ,

=
−

⋅
− +



− ⋅ − − + ⋅

j
j1,25

j40,34066 j6,328479  ,
 

U 1
1 0 5449953 43 87313

1 870005 43 72744
1 000968 0 05526989( ) , ,

, ,
, ,=

− −
−

= −
j

j
j  , 

a prirastot na naponot vo prvata iteracija e: 

∆U U U1
1

1
1

1
0 1 000968 0 05526989 1 0 0 000968 0 05526989( ) ( ) ( ) , , , , ,= − = − − = −j j . 

Za naponot na jazolot B dobivame: 

( )
U

Y
P Q

U
Y U Y U2

1

22

2 2

2
0

23 3
0

24 4
1( )

( ) *
( )= ⋅

−
− ⋅ − ⋅

















j
 , 

( ) ( )[ ]
U 2

1 3 222351+ 16 98216 0 9545454 1 045455
3 222351

0 9628833 0 0008547727

( ) , ,
,

, ,

=
− − ⋅ − ⋅

−
= −

, j , j13,44689
j31,43226

j  ,
 

a soodvetniot prirast na naponot e: 

∆U U U2
1

2
1

2
0

2 4

0 9628833 0 0008547727 1 0

3 711671 10 8 547727 10

( ) ( ) ( ) , , ,

, ,

= − = − −

= − ⋅ − ⋅− −

j

j  .
 

Jazolot C e jazol so kontroliran napon, pa zaradi toa e potreb-
no, so aktuelnite vrednosti na naponite, da se presmeta injektiranata 
reaktivna mo}nost vo toj jazol. So pomo{ na ravenkata (4.66) ili ra-
venkata (4.46 a), presmetuvame: 
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[ ]
[ ]

Q

F E G F B E G F B E G F B

E F G E B F G E B F G E B

3
1

3
0

1
1

31 1
1

31 2
1

32 2
1

32 3
0

33 3
0

33

3
0

1
1

31 1
1

31 2
1

32 2
1

32 3
0

33 3
0

33

0 8948580

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

,

=

⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

− ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅

=  .

 

So pomo{ na ravenkata (4.48) se presmetuvaat realniot i imagi-
narniot del od naponot na jazolot C: 

E F
Y

P Q

U
Y U Y U3

1
3

1

33

3 3
1

3
0 13 1

1
23 2

11( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

*
+ = ⋅

−
− ⋅ − ⋅

















j
j

 , 

( )

( ) ( ) ]

E F
Y3

1
3

1

33

1 1 0
0 9545454

0 9628833 0 0008547727

( ) ( ) ,
,

, ,

+ = ⋅
−

− ⋅


− − ⋅ −

j
j0,894858

j40,34066 1,000968 - j0,05526989

3,222351 + j16,98216 j  ,
 

E F3
1

3
1 1 906228

3 222351
0 9535159 0 01930442( ) ( ) ,

,
, ,+ = −

−
= −j j57,67178

j60,41806
j  , 

a fazniot agol na naponot e: 

θ3
1 3

1

3
1

0 01930442
0 9535159

0 02024275( )
( )

( )arctan arctan ,
,

,=








 = −





−
F
E

=  rad . 

Spored toa, kompleksniot napon na jazolot C po prvata iteraci-
ja e: 

( )U U3
1

3 3
1

3
1 0 9543499 0 01932131( ) ( ) ( )sin cos , ,= ⋅ + = −

daden
θ θj j  , 

a prirastot na toj napon e: 

∆U U U3
1

3
1

3
0

4 2

0 9543499 0 01932131 0 9545454

1 955628 10 1 932131 10

( ) ( ) ( ) , , ,

, ,

= − = − −

= − ⋅ − ⋅− −

j

j  .
 

So presmetkata na naponot na jazolot C zavr{uva prvata itera-
cija. Bidej}i najgolemata komponenta na prirastite na naponite vo pr-
vata iteracija po apsolutna vrednost e pogolema od dozvolenata tole-
rancija (10−5 per unit), presmetkata prodol`uva so vtorata iteracija, vo 
koja{to se dobiva: 
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U1
2 0 9970799 0 07112741( ) , ,= − j  , 

∆U U U1
2

1
2

1
1

3 2

0 9970799 0 07112741 1 000968 0 05526989

3 888309 10 1 585753 10

( ) ( ) ( ) , , , ,

, ,

= − = − − +

= − ⋅ − ⋅− −

j j

j  ,
 

U2
2 0 9636778 0 01139515( ) , ,= − j  , 

∆U U U2
2

2
2

2
1

4 2

0 9636778 0 01139515 0 9628833 0 0008547727

7 945299 10 1 054038 10

( ) ( ) ( )

, , , ,

, ,

= −

= − − +

= ⋅ − ⋅− −

j j

j  ,

 

Q3
2 1 011172( ) ,=  , 

E F3
2

3
2 0 9533304 0 03316121( ) ( ) , ,+ = −j j  , 

θ3
2 0 03477057( ) ,= −  rad  , 

U3
2 0 9539685 0 03318341( ) , ,= − j  , 

∆U U U3
2

3
2

3
1

4 2

0 9539685 0 03318341 0 9543499 0 01932131

3 814101 10 1386210 10

( ) ( ) ( ) , , , ,

, ,

= − = − − +

= − ⋅ − ⋅− −

j j

j  .
 

Bidej}i nitu po vtorata iteracija ne e ispolnet uslovot za zavr-
{uvawe na iterativniot proces, presmetkata prodol`uva so slednata 
iteracija. Taka, vo 30-tata iteracija se presmetani slednive komplek-
sni naponi: 

U =

−

−

−

















⋅

⋅

⋅



















−

−

−

0 9881247 0 1230171

0 9647814 0 04356597

0 9513455 0 07809448

0 9957528

0 9657645

0 9545454

0 12386

0 04513

0 08190

, ,

,

, ,

,

,

,

,

,

,

j

, j

j

=

j

j

j

e

e

e

 per unit. 

Najgolemiot od prirastite na realnite i imaginarnite delovi 
na naponite na jazlite vo triesettata iteracija imal apsolutna vred-
nost 0,000009 per unit. Bidej}i toa e pomala vrednost od dozvolenata to-
lerancija, presmetkata ja smetame za zavr{ena, a baranite naponi na 
jazlite se: 



100 

U =

⋅

⋅

⋅



















−

−

−

109 53

212 47

210 00 4

,

,

, ,69

e

e

e

j7,10

j2,59

j

o

o

o
 kV. 

Vrz osnova na presmetanite kompleksni naponi vo jazlite gi 
presmetuvame injektiranata reaktivna mo}nost vo jazolot C i injekti-
ranata kompleksna mo}nost vo jazolot D. Reaktivnata mo}nost vo jazo-
lot C mo`e da se presmeta na istiot na~in kako i vo tekot na itera-
tivnata postapka. No, vo ovoj slu~aj da ja iskoristime ravenkata (4.53) 
so koja se presmetuva kompleksnata mo}nost vo eden jazol. Na toj na~in 
mo`eme da proverime kolku }e iznesuva gre{kata pri presmetkata na 
injektiranata aktivna mo}nost presmetana so naponite dobieni so Ga-
us-Zajdeloviot metod. Taka presmetuvame: 

[ ]
( ) ( )[
( ) ( )
( ) ( ) ]

S U Y U Y U Y U3 3 31 1 32 2 33 3

0 9513455 0 07809448 40 34066 0 9881247 0 1230171

3 222351 16 98216 0 9647814 0 04356597

3 222351 60 41806 0 9513455 0 07809448

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

= − ⋅ ⋅ −

+ − + ⋅ −

+ − ⋅ −

*

*

, , , , ,

, , , ,

, , , ,

j j j

j j

j j  ,

 

( ) ( )S3 1 000011 1 205166 100 0 120 5= + +, , , ,j  per unit = j  MVA  , 

[ ]
( ) ( )[
( )

( ) ]

S U Y U Y U Y U4 4 41 1 42 2 44 4

1 045455 1 870005 6 328479 0 9881247 0 1230171

13 44689 0 9647814 0 04356597

1 870005 77469 1 045455

= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅

= ⋅ − + ⋅ −

+ ⋅ −

+ − ⋅

*

*

, , , , ,

, , ,

, , ,

j j

j j

j18  ,

  

( ) ( )S4 1 538433 0 1792053= +, ,j  per unit = 153,8 + j17,9 MVA  . 

Za ilustracija, ako se presmetaat injektiranite mo}nosti vo 
ostanatite jazli, }e se dobie: 

( ) ( )S1 2 499702 250 0= − − = − −, ,j124,9994 per unit j125,0 MVA  , 

( ) ( )S 2
4 51 264623 10 0 0= ⋅ − ⋅ = −− −, ,j1,964277 10 per unit j0,0 MVA  . 

Kako {to mo`e da se zabele`i, presmetanite mo}nosti vo jazli-
te se razlikuvaat od zadadenite mo}nosti. Toa e posledica na faktot 
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deka naponite se presmetani so ograni~ena to~nost. Ako, na primer, 
zadadenata tolerancija na presmetkata na naponite iznesuva 10−6 per 
unit, re{enieto za naponite na jazlite se dobiva posle 39 iteracii, a so 
tie naponi se dobiva deka najgolemata razlika (po apsolutna vrednost) 
pome|u dadenite i presmetanite injektirani aktivni i reaktivni mo}-
nosti ne e pogolema od 0,000027 per unit. 

Raspredelbata na optovaruvawata vo elementite ja presmetu-
vame so pomo{ na (4.22) i (4.24) za vodovite, i so pomo{ na (4.26) i 
(4.28) za transformatorite. Spored (4.22) i (4.24), za kompleksnata 
mo}nost na po~etokot i na krajot na vodot 4−1 (a) se dobiva: 

( )[ ]S U U U Y U Y1 4 1 1 4 1 4 1
2

1 4
1
2− − −= ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ ′



( ) ( ) ( )

* *

a a a
 , 

( ) ( ) ( )
( )

S1 4

2

0 9881247 0 1230171 0 05733030 0 123071 0 8866414 3 038258

0 9957528 0 01534583

− =

− ⋅ − + ⋅ +

+ ⋅ −

( )

, , , , , ,

, ,

a

j j j

j  ,

 

( ) ( )S1 4 0 4275564 0 02732156− = − + −
( )

, ,
a

j per unit = 42,8 + j2,7  MVA  , 

( ) ( )[ ]
( )

( ) ( )

S4 1

2

1 045455 0 0573303 0 1230171 0 8866414 3 038258

1 045455 0 01534583

0 4438883 0 05129769

− = ⋅ + ⋅ −

+ ⋅ −

= +

( )
, , , , ,

, ,

, ,

*
a

j j

j

j per unit = 44,4 + j5,1  MVA .

 

Zagubite na mo}nost vo vodot 1−4 (a) se presmetuvaat kako suma 
na mo}nostite {to se injektiraat na dvata kraja na vodot, t.e. 

( ) ( )

∆ S S S4 1 4 1 1 4

0 4438883 0 05129769 0 4275564 0 02732156

− − −= +

= + − −
( ) ( ) ( )

, , , ,
a a a

j j
= 0,01633188 + j0,02397612  per unit = 1,6 + j2,4  MVA .

 

Analogno, se presmetuvaat i mo}nostite i zagubite vo ostanati-
te vodovi: 

( ) ( )S1 4 0 4639766 0 02481249− = − + −
( )

, ,
b

j per unit = 46,4 + j2,5  MVA  , 

( ) ( )S4 1 0 4820901 0 05454461− = −
( )

, ,
b

j per unit = 48,2 + j5,5  MVA  , 

( ) ( )∆S4 1− ( )b
= 0,01811346 + j0,02973212  per unit = 1,8 + j3,0  MVA  , 
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( ) ( )S2 3 0 6125814 0 04544096− = +, ,j per unit = 61,3 + j4,5  MVA  , 

( ) ( )S3 2 0 6081579 0 1010417 60− = − + − +, ,j per unit = ,8 j10,1  MVA  , 

( ) ( )∆S3 2 0 004423499 0 05560076 0 4 5 6− = − −, ,j per unit = , j ,  MVA . 

Spored (4.26) i (4.28), za optovaruvawata na transformatorot T1 
i zagubite na mo}nost vo nego, se presmetuva: 

( ) ( )

( ) ( )

S
U

m
U U

Y
m4 2

4
2

4 2
4 2

4 2

4 2

21 045455
1 077788

1 045455 0 9647814 0 04356597 13 44689

0 6124550 0 07336245

−
−

−

−
= − ⋅










 ⋅

= − ⋅ +








 ⋅

= +

*
*

,
,

, , , ,

, ,

j j

j  per unit = 61,2 + j7,3  MVA ,

 

( ) ( )

( ) ( )

S U
U U

m
Y2 4 2

2 2 4

4 2
4 2

20 9657645
0 9647814 0 04356597 1 045455

1 077788
14 49289

0 6124550 0 04546032 61

−
−

−= −
⋅

−








 ⋅

= −
− ⋅







 ⋅

= − + − +

*
*

,
, , ,

,
,

, ,

j
j

j  per unit = ,3 j4,5  MVA ,

 

∆S2 4 0 02790213− = j  per unit =  j2,8 Mvar,  . 

Analogno, za transformatorite T2 se presmetuva: 

( ) ( )S3 1 0 5360563 0 4354020− = +, ,j  per unit = 53,6 + j43,5  MVA  , 

( ) ( )S1 3 0 5360563 0 3992854 53 6− = − + − +, , ,j  per unit = j39,9  MVA  , 

∆S1 3 0 03611660− = j  per unit =  j3,6 Mvar,  . 

Na krajot ostanuva da se presmetaat vkupnite zagubi na mo}nost 
vo sistemot. Toa mo`e da se napravi na dva na~ina. Prviot na~in e da 
se sumiraat zagubite vo poedinite elementi: 

∆ ∆P P P P= + +− − −1 4 1 4 2 3( ) ( )a b = 0,03886878 per unit = 3,9 MW∆ ∆  , 

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆Q Q Q Q Q Q= + + + + ⋅

=
− − − − −1 4 1 4 2 3 2 4 1 33( ) ( )a b

0,1343594 per unit =13,4 Mvar .
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Vtoriot na~in za presmetka na vkupnite zagubi na mo}nost vo 
sistemot e so sumirawe na presmetanite injektirani mo}nosti vo jaz-
lite: 

∆ S S S S S= + + +1 2 3 4  , 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

∆ S = − − + ⋅ − ⋅

+ + + +

− −2 499702 1 249994 1 264623 10 1 964277 10

1 000011 1 205166 1 538433 0 1792053

4 5, , , ,

, , , ,

j j

j j

= 0,03886914 + j0,1343578  per unit = 3,9 + j13,4  MVA .

  

Negativniot predznak pred zagubite na reaktivna mo}nost vo 
vodot 220 kV B−C poka`uva deka toj vod generira reaktivna mo}nost vo 
sistemot. Toa e posledica od relativno niskata optovarenost na vodot. 
Za razlika, dvata voda 110 kV A−D, koi{to se relativno pooptovareni, 
imaat pozitivni zagubi na reaktivna mo}nost. Karakteristi~no za ovoj 
sistem e {to potro{uva~ite vo A i generatorite vo D se priklu~eni 
na naponskoto nivo 110 kV. Poradi toa, pogolem del od mo}nosta gene-
rirana vo D se prenesuva preku vodovite 110 kV, a elementite od 220 kV 
del od sistemot se relativno malku optovareni. 

Ako se sporedi brojot na iteracii za dobivawe na re{enieto vo 
primerot 4.4.4 so brojot na iteracii od ovoj primer, se zabele`uva zna-
~itelna razlika. Pogolemiot broj iteracii vo ovoj primer e posledica 
na toa {to sistemot od ovoj primer ima pogolem broj na jazli i pogo-
lema optovarenost na elementite. 

Konvergencijata na Gaus-Zajdeloviot metod mo`e da se podobri 
so upotreba na faktorot na zabrzuvawe. Za razgleduvaniot primer se 
napraveni presmetki za razli~ni vrednosti na faktorot na zabrzuvawe 
vo intervalot od 1,0 do 1,8. Na dijagramot na slikata 4.14 e prika`ana 
zavisnosta na brojot na iteracii od vrednosta na faktorot na zabrzu-
vawe. Od dijagramot se gleda deka optimalnata vrednost na faktorot 
na zabrzuvawe e 1,4. So toj faktor brojot na iteracii iznesuva 11. Za 
vrednost na faktorot na zabrzuvawe od 1,9 brojot na iteracii e 118, a 
procesot divergira za vrednosti na faktorot na zabrzuvawe pogolemi 
od 1,9. 
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Slika 4.14  Zavisnost na brojot na iteracii od faktorot na zabrzuvawe  

za sistemot od primerot 4.4.5 

4.5. Wutn-Rafsonov metod 

4.5.1. Ravenki za injektirani mo}nosti 

Koristej}i ja ravenkata (3.10), injektiranata struja vo jazolot i 
mo`e da se izrazi so pomo{ na naponite na jazlite i soodvetnite ele-
menti na matricata na admitanciite na elektroenergetskiot sistem na 
sledniov na~in: 

I Y Ui ik
k

n

k= ⋅
=
∑

1
, (4.52) 

kade {to so n e ozna~en brojot na jazlite vo razgleduvaniot sistem 
(vklu~uvaj}i go i jazolot so poznat napon). Koristej}i ja ravenkata 
(4.52), za injektiranata mo}nost vo jazolot i mo`e da se napi{e: 

S P Q U I U Y Ui i i i i i ik k
k

n
= + = ⋅ = ⋅ ⋅

=
∑j * * *

1
. (4.53) 

Kompleksnite naponi mo`at da se izrazat so pomo{ na moduli i 
argumenti, t.e. za naponot na jazolot k mo`e da se napi{e: 
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( )U U Uk k k k kk= ⋅ = ⋅ +e cos jsinjθ θ θ . (4.54) 

Elementite na kompleksnata matrica na admitanciite na elek-
troenergetskiot sistem mo`at da se pretstavat na sledniov na~in: 

( )Y Y Y G Bik ik ij ik ik ik ikik= ⋅ = ⋅ + = +e cos jsin jjδ δ δ . (4.55) 

Ako kompleksnite naponi se pretstavat vo polarna forma i vo 
istata forma se pretstavat i elementite na kompleksnata matrica na 
admitanciite na sistemot, koristej}i gi ravenkite (4.54) i (4.55), ra-
venkata (4.53) mo`e da se napi{e vo vid: 

( )P Q U Y U U Y Ui ik k
k

n

i ik k
k

n
i ik k ik k i+ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅− −

=

− + −

=
∑ ∑j e e e ej j j jθ δ θ δ θ θ

1 1
, 

 (4.56) 

od kade {to za injektiranata aktivna i reaktivna mo}nost sleduva: 

( )P U Y Ui i ik k ik k i
k

n
= ⋅ ⋅ ⋅ + −

=
∑ cos δ θ θ

1
 , (4.57) 

( )Q U Y Ui i ik k ik k i
k

n
= − ⋅ ⋅ ⋅ + −

=
∑ sin δ θ θ

1
. (4.58) 

Neka so αi  go ozna~ime mno`estvoto jazli so koi jazolot i ima 
direktna vrska i zapisot k i∈α  neka ozna~uva deka jazolot k e element 
na mno`estvoto αi . Ako vo ravenkite (4.57) i (4.58) od sumite gi izdvo-
ime ~lenovite za k i= , tie ravenki mo`at da se napi{at vo sledniov 
oblik: 

( )

( )

P G U U Y U

G U U Y U

i ii i i ik k ik k i
k
k i

n

ii i i ik k ik k i
k i

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + −

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + −

=
≠

∈

∑

∑

2

1

2

cos

cos  

δ θ θ

δ θ θ
α

,

 (4.59) 
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( )

( )

Q B U U Y U

B U U Y U

i ii i i ik k ik k i
k
k i

n

ii i i ik k ik k i
k i

= − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + −

= − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + −

=
≠

∈

∑

∑

2

1

2

sin

sin  

δ θ θ

δ θ θ
α

.

 (4.60) 

Ako kompleksnite naponi na jazlite se izrazat vo polarni koor-
dinati, a elementite na kompleksnata matrica na admitanciite na sis-
temot se izrazat vo pravoagolni koordinati, voveduvaj}i: 

θ θ θi k ik− = , (4.61) 

ravenkite za injektiranata aktivna i reaktivna mo}nost mo`at da se 
napi{at vo edna od slednive formi: 

( )

( )

( )

P U U G B

G U U U G B

G U U U G B

i i k ik ik ik ik
k

n

ii i i k ik ik ik ik
k
k i

n

ii i i k ik ik ik ik
k i

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

=

=
≠

∈

∑

∑

∑

cos sin

cos sin

cos sin

θ θ

θ θ

θ θ
α

1

2

1

2

 (4.62) 

i 

( )

( )

( )

Q U U G B

B U U U G B

B U U U G B

i i k ik ik ik ik
k

n

ii i i k ik ik ik ik
k
k i

n

ii i i k ik ik ik ik
k i

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

=

=
≠

∈

∑

∑

∑

sin cos

sin cos

sin cos   .

θ θ

θ θ

θ θ
α

1

2

1

2

 (4.63) 

Ako kompleksnite naponi na jazlite se izrazat vo pravoagolni 
koordinati, t.e. ako se vovede: 

U E Fi i i= + j  (4.64) 
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i ako vo pravoagolni koordinati se izrazat elementite na kompleks-
nata matrica na admitanciite na sistemot, ravenkite za injektiranata 
aktivna i reaktivna mo}nost mo`at da se napi{at vo vid: 

( ) ( )P E E G F B F F G E Bi i k ik k ik
k

n

i k ik k ik
k

n
= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

= =
∑ ∑

1 1
 , (4.65) 

( ) ( )Q F E G F B E F G E Bi i k ik k ik
k

n

i k ik k ik
k

n
= ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅

= =
∑ ∑

1 1
. (4.66) 

4.5.2. Matemati~ki osnovi na Wutn-Rafsonoviot metod 

Razgleduvame elektroenergetski sistem so n jazli. Za edniot ja-
zol e poznata efektivnata vrednost i fazniot agol na naponot. Da go 
ozna~ime so q brojot na jazlite za koi se nepoznati efektivnite vred-
nosti i faznite agli na naponite. Zna~i, pri re{avawe na problemot 
na presmetkata na naponite na jazlite treba da se presmetaat: 

n−1 nepoznati fazni agli na naponite i 
q nepoznati efektivni vrednosti na naponite. (Vo slu~aite 

koga nema jazli so kontroliran napon, }e bide q n= − 1). 

Zna~i, vkupniot broj na nepoznatite e n q− +1 . Tie mo`at da se 
opredelat so re{avawe na sistem od n q− +1  ravenki, od koi n − 1 se od 
vid (4.59) i q ravenki se od vid (4.60). Namesto ravenkite od vid (4.59) 
mo`at da se koristat ravenkite od vid (4.62) ili ravenkite od vid 
(4.65), a namesto ravenkite od vid (4.60) mo`at da se koristat raven-
kite od vid (4.63) ili ravenkite od vid (4.66). Taka formiraniot sis-
tem go so~inuvaat nelinearni ravenki i za negovoto re{avawe mo`at 
da se koristat soodvetni metodi. Eden od metodite za efikasno re{a-
vawe takvi sistemi ravenki e Wutn-Rafsonoviot metod. 

Zaradi poednostavuvawe na zapisite, }e pretpostavime deka na 
jazolot so poznat napon mu e dodelen indeksot n. Osven toa, }e pret-
postavime deka indeksite od 1 do q im se dodeleni na jazlite so poznata 
injektirana aktivna i reaktivna mo}nost. 

Od ravenkite za injektirani aktivni i reaktivni mo}nosti, na-
pi{ani vo oblik (4.59) i (4.60), odnosno vo oblik (4.62) i (4.63), se gleda 
deka tie se funkcii od nepoznatite fazni agli θ θ θ1 2 1, , ,  n−  i nepoz-
natite efektivni vrednosti na naponite U U Uq1 2, ,  ,  . Spored toa, 

formalno, mo`e da se napi{e: 



108 

( )P P U U Ui i n q= −θ θ θ1 2 1 1 2, , , , , , ,  , (4.67) 

( )Q Q U U Ui i n q= −θ θ θ1 2 1 1 2, , , , , , , . (4.68) 

Pred da zapo~ne presmetkata, na site nepoznati im dodeluvame 

po~etni vrednosti ozna~eni so θ1
0( ) , θ2

0( ) , ...,θn−1
0( ) , U1

0( ) , U2
0( ) , ...,Uq

( )0 . 

Toa se pretpostaveni vrednosti i tie se razlikuvaat od to~nite. Raz-
likite pome|u to~nite i pretpostavenite vrednosti na nepoznatite go-

lemini gi ozna~uvame so ∆θ1
0( ) , ∆θ2

0( ) , ..., ∆θn−1
0( )  i ∆U1

0( ) , ∆U 2
0( ) ,  ..., 

∆U q
( )0 , soodvetno. Mo`e da se prepora~a po~etnite vrednosti na site 

fazni agli na naponite da se zemaat ednakvi na nula, a po~etnite vred-
nosti na nepoznatite efektivni vrednosti na naponite da se zemaat ed-
nakvi na 1 per unit ili ednakvi na efektivnata vrednost na naponot na 
jazolot so poznat napon, t.e. mo`e da se koristi t.n. ìramen startí. 

So vovedenite oznaki mo`e da se napi{e: 

( )
( )

P P U U

P U U U U

i i n q

i n n q q

=

= + + + +

−

− −

θ θ

θ θ θ θ

1 1 1

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0 0 0

, , , , ,

, , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∆ ∆ ∆ ∆
 (4.69) 

i 

( )
( )

Q Q U U

Q U U U U

i i n q

i n n q q

=

= + + + +

−

− −

θ θ

θ θ θ θ

1 1 1

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0

1
0 0 0

, , , , ,

, , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∆ ∆ ∆ ∆
 
.
 (4.70) 

Razvivaj}i ja funkcijata (4.69) vo Tejlorov red, dobivame: 

( )P P U U U

P P P

P
U

U
P

U
U

P
U

U

i i n q

i i i

n
n

i i i

q
q

=

⋅ + ⋅ + + ⋅

⋅ + ⋅ + + ⋅

+

−

−
−

θ θ θ

∂
∂θ

θ
∂
∂θ

θ
∂

∂θ
θ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

1
0

2
0

1
0

1
0

2
0 0

1

0

1
0

2

0

2
0

1

0

1
0

1

0

1
0

2

0

2
0

0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

, , , , , , ,

+

+

∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

ostatok.

 (4.71) 



109 

Vo ravenkata (4.71), so ( )0  e ozna~eno deka vrednosta na parcijalniot 

izvod se presmetuva zamenuvaj}i gi nepoznatite so nivnite pretposta-
veni vrednosti, t.e. so vrednostite od nultata iteracija. Ostatokot e 
suma na ~lenovi vo koi se javuvaat parcijalni izvodi od vtor i povisok 
red. 

Pretpostavuvaj}i deka se mali site razliki pome|u pretposta-
venite i to~nite vrednosti na nepoznatite, vo ravenkata (4.71) mo`eme 
da gi zanemarime ~lenovite vo koi ovie razliki se javuvaat na stepen 
dva i povisok, t.e. mo`eme da go zanemarime ostatokot vo ravenkata 
(4.71). Pokraj toa, }e gi vovedeme oznakite: 

( ) ( )P P U U Ui i n qpresmetana
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,0

1
0

2
0

1
0

1
0

2
0 0= −θ θ θ  (4.72) 

i  

( ) ( )∆P P Pi i i
( ) ( )0 0= −dadena presmetana . (4.73) 

So vovedenite oznaki, od ravenkata (4.71) se dobiva nejzinata linearna 
aproksimacija vo vid: 

∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

P
P P P

P
U

U
P

U
U

P
U

U

i
i i i

n
n

i i i

q
q

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0

1

0

1
0

2

0

2
0

1

0

1
0

1

0

1
0

2

0

2
0

0
0

= ⋅ + ⋅ + + ⋅

⋅ + ⋅ + + ⋅

−
−

∂
∂θ

θ
∂
∂θ

θ
∂

∂θ
θ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+ .

(4.74) 

Analogno, ako vo Tejlorov red ja razvieme funkcijata (4.70), vo-
veduvaj}i: 

( ) ( )Q Q U U Ui i n qpresmetana
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , ,0

1
0

2
0

1
0

1
0

2
0 0= −θ θ θ  (4.75) 

i 

( ) ( )∆Q Q Qi i i
( ) ( )0 0= −dadena presmetana , (4.76) 

dobivame: 
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∆ ∆ ∆ ∆

∆ ∆ ∆

Q
Q Q Q

Q
U

U
Q
U

U
Q
U

U

i
i i i

n
n

i i i

q
q

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

0

1

0

1
0

2

0

2
0

1

0

1
0

1

0

1
0

2

0

2
0

0
0

= ⋅ + ⋅ + + ⋅

⋅ + ⋅ + + ⋅

−
−

∂
∂θ

θ
∂
∂θ

θ
∂

∂θ
θ

∂
∂

∂
∂

∂
∂

+ .

(4.77) 

Za sekoj od n−1 jazli, za koi e poznata injektiranata aktivna 
mo}nost, mo`eme da napi{eme ravenka od tipot (4.74) i za sekoj od q 
jazli, za koi e poznata injektiranata reaktivna mo}nost, mo`eme da 
napi{eme ravenka od tipot (4.77). Taka formirame sistem od neza-
visni ravenki. Brojot na ravenkite e n q− +1  i ednakov e na brojot na 
nepoznatite. So re{avawe na toj sistem ravenki gi presmetuvame raz-

likite ∆θ i i n( ), , ,0 1 1  = −  i  ∆U k qk
( ), , ,0 1  = . Spored toa, vrednostite 

na nepoznatite, po prvata iteracija, se: 

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

1
1

1
0

1
0

2
1

2
0

2
0

1
1

1
0

1
0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= +

= +

= +− − −

∆

∆

∆n n n

 

 (4.78) 
U U U

U U U

U U Uq q q

1
1

1
0

1
0

2
1

2
0

2
0

1 0 0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

= +

= +

= +

∆

∆

∆ .

 

Naponite presmetani po prvata iteracija mo`eme da gi prifa-
time za re{enie na postaveniot problem, no samo ako e ispolnet sled-
niot uslov: injektiranite aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite, 
presmetani so ovie naponi, da se ednakvi ili pribli`no ednakvi na 
zadadenite injektirani mo}nosti vo soodvetnite jazli. Proverkata 
dali ovoj uslov e zadovolen se izveduva na na~in {to }e bide opi{an vo 
natamo{noto izlagawe. 

Najnapred, so novite (aktuelnite) vrednosti na nepoznatite se 
presmetuvaat novi vrednosti na injektiranite aktivni i reaktivni 
mo}nosti. Novite vrednosti na presmetanite aktivni mo}nosti se do-
bivaat so pomo{ na ravenkata (4.59) ili (4.62) ili (4.65). Novite vred-
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nosti na presmetanite reaktivni mo}nosti se dobivaat so pomo{ na 
ravenkata (4.60) ili (4.63) ili (4.66). So novopresmetanite vrednosti 
na injektiranite aktivni i reaktivni mo}nosti se presmetuvaat vred-

nostite na razlikite ∆Pi
( )1  za i n= −1 1, ,   i vrednostite na razlikite 

∆Qi
( )1  za i q= 1, , . Pritoa se koristat ravenkite (4.73) i (4.76) vo koi, 

namesto so goren indeks (0), promenlivite se zemaat so goren indeks 
(1). 

Potoa se proveruva dali e ispolnet uslovot za prekinuvawe na 
iterativnoto presmetuvawe. Za taa cel se opredeluvaat apsolutnite 
vrednosti na razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani 
aktivni mo}nosti, kako i apsolutnite vrednosti na razlikite pome|u 
zadadenite i presmetanite vrednosti na injektiranite reaktivni mo}-
nosti. Dokolku se dobie deka najgolemite od tie apsolutni vrednosti 
ne se pogolemi od nekoja odnapred zadadena vrednost, procesot na ite-
rativnoto presmetuvawe na naponite mo`e da se prekrati. Odnosno, 
ako se zadovoleni relaciite: 

{ }
i n

iP
= −

≤
1 1

1
, ,

( )max ∆ ε    i   { }
i q

iQ
=

≤
1

1
, ,

( )max ∆ ε  , (4.79) 

procesot na iterativnoto presmetuvawe mo`e da se prekrati, a vred-
nostite na nepoznatite dobieni vo poslednata iteracija se smetaat za 
baranoto re{enie. Goleminata ε  se narekuva dozvolena (zadadena) to-
lerancija i treba da bide usvoena pred po~etokot na iterativniot pro-
ces. Nejzinata golemina obi~no se usoglasuva so to~nosta na vleznite 
podatoci i so namenata na rezultatite. Teoretski bi mo`ela da se zeme 
edna vrednost za dozvolenata tolerancija za aktivnite mo}nosti, a dru-
ga vrednost za reaktivnite mo}nosti. Me|utoa, vo praktikata se zema 
dvete vrednosti da se ednakvi. Pri presmetka na naponite vo visoko-
naponskite sistemi se praktikuva ε  da bide 1 MW i 1 Mvar, ili 0,1 MW 
i 0,1 Mvar. Poretki se slu~aite koga e opravdano baraweto ε  da ima po-
mala vrednost od 0,1 MW i 0,1 Mvar. 

Dokolku relaciite (4.79) ne se zadovoleni, procesot na presme-
tuvaweto na naponite na jazlite prodol`uva so nova iteracija. 

Vo sekoja od iteraciite se re{ava sistem linearni ravenki, koj 
mo`e da se napi{e vo slednava matri~na forma: 
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∂
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∂
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n
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q
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n
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∆
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q

1

1

1
 . (4.80) 

Od prakti~ni pri~ini e pogodno matri~nata ravenka (4.80) da se 
napi{e vo slednava  ekvivalentna forma: 
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n
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∆
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−
 . (4.81) 

Kvadratnata matrica od matri~nata ravenka (4.81) e poznata pod 
imeto jakobijan. Voobi~aeno e taa matrica da se razdeluva na ~etiri 
submatrici koi se ozna~uvaat so H, N, M i L. Elementite na tie sub-
matrici se definiraat na sledniov na~in: 

H P i n k nik
i
k

= = − = −∂
∂θ , , , ; , ,1 1 1 1  ; (4.82) 

N P
U

U i n k qik
i
k

k= = − =∂
∂ , , , ; , ,1 1 1  ; (4.83) 

M Q i q k nik
i
k

= = = −∂
∂θ , , , ; , ,1 1 1  ; (4.84) 

L Q
U

U i q k qik
i
k

k= = =∂
∂ , , , ; , ,1 1 . (4.85) 
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Ako, u{te, se vovedat: 

∆

∆
∆

∆

∆

∆
∆

∆

∆

∆
∆

∆

∆

∆
∆

∆
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1

2

1

1 1

2 2, , ,

/
/

/

θ

θ
θ

θ

, (4.86) 

matri~nata ravenka (4.81) mo`e da se napi{e vo vid: 

H N
M L U U

P
Q









 ⋅ 






 = 









∆
∆

∆
∆

θ
. (4.87) 

Vo ravenkite (4.86) i (4.87) e upotrebena op{toprifatenata oz-
naka ∆U U . So nea ne se ozna~uvaat operacii so matrici. Taa e samo 
oznaka za vektorot, definiran vo (4.86). 

Spored ovoj metod vo sekoja iteracija se re{ava sistemot line-
arni ravenki, napi{an vo vid na matri~na ravenka (4.87). Vo iteraci-
jata ν + 1  presmetanite vrednosti na prirastite na nepoznatite se ko-
ristat za dobivawe na novite vrednosti na nepoznatite, pri {to se ko-
ristat ravenkite: 

θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

1
1

1 1

2
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1
1

1 1

( ) ( ) ( )
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Procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite se smeta za 
zavr{en vo iteracijata vo koja }e se postigne zadovoluvawe na uslovot 
(4.79), koj{to formalno mo`e da bide napi{an i vo slednava forma: 

{ }max   
i i iP Q∆ ∆( ) ( ),ν ν ε≤ . (4.89) 

Poslednite presmetani vrednosti na nepoznatite se smetaat za bara-
noto re{enie. 

Redosledot na presmetkite so Wutn-Rafsonoviot metod e prika-
`an na blok-dijagramot na slikata 4.15. 

4.5.3. Polarna forma na elementite na jakobijanot 

Koga kompleksnite pretstavnici na naponite i elementite na 
matricata na admitanciite na sistemot se izrazat vo polarna forma, 
t.e. so modul i argument, ravenkite za injektiranite aktivni i reak-
tivni mo}nosti mo`at da se napi{at vo oblik (4.59) i (4.60), soodvetno. 
Vo toj slu~aj, vrz osnova na definicionite ravenki (4.82), (4.83), (4.84) 
i (4.85), za elementite na submatricite na jakobijanot se dobivaat 
slednive izrazi: 

( )H P U U Y

i n j n j i

ij
i
j

i j ij ij j i= = − ⋅ ⋅ ⋅ + −

= − = − ≠

∂
∂θ δ θ θsin ,

, , ; , , ; ;

 

 1 1 1 1   
 (4.90) 

( )

( )

H P U U Y

B U Q

ii
i
i

i k ik ik k i
k

ii i i

i

= = ⋅ ⋅ ⋅ + −

= − ⋅ −

∈
∑∂

∂θ δ θ θ
α

sin

;2
presmetana

 (4.91) 

( )N P
U U U U Y

i n j q j i

ij
i
j

j i j ij ij j i= = ⋅ ⋅ ⋅ + −

= − = ≠

∂
∂ δ θ θcos

   

,

, , ; , , ; ;1 1 1  

 (4.92) 
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Opredeluvawe na matricata Y 
Zadavawe na po~etnite vrednosti na naponite

Presmetka na injektiranite aktivni i reaktivni mo}nosti 
Kontrola na reaktivnite mo}nosti za jazlite so kontroliran napon 

Presmetka na razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani 
aktivni i reaktivni mo}nosti

i
i iP Qmax ,( ) ( )∆ ∆ν ν ε








≤

ν = 0

ν ν= +1

Presmetka na jakobijanot 
Opredeluvawe na prirastite na faznite agli 

i modulite na naponite

Opredeluvawe na novite vrednosti na faznite agli 
i modulite na naponite

Presmetka na nepoznatite mo}nosti

Da

Ne

 
Slika 4.15   Blok-dijagram na postapkata spored Wutn-Rafsonoviot metod 



116 

( )

( )

N P
U U U U G U Y

G U P

ii
i
i

i i i ii k ik ik k i
k

ii i i

i

= = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + −














= ⋅ +

∈
∑∂

∂ δ θ θ
α

2

2

cos

presmetana ;

 (4.93) 

( )M Q U U Y

i q j n j i

ij
i
j

i j ij ij j i= = − ⋅ ⋅ ⋅ + −

= = − ≠

∂
∂θ δ θ θcos

  

,

, , ; , , ; ;1 1 1  

 (4.94) 

( )

( )

M Q U U Y

G U P

ii
i
i

i k ik ik k i
k

ii i i

i

= = ⋅ ⋅ ⋅ + −

= − ⋅ +

∈
∑∂

∂θ δ θ θ
α

cos

2
presmetana ;

 (4.95) 

( )L Q
U U U U Y

i q j q j i

ij
i
j

j i j ij ij j i= = − ⋅ ⋅ ⋅ + −

= = ≠

∂
∂ δ θ θsin ,

, , ; , , ; ;1 1    
 (4.96) 

( )

( )

L Q
U U B U U U Y

B U Q

ii
i
i

i ii i i k ik ik k i
k

ii i i

i

= = − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + −

= − ⋅ +

∈
∑∂

∂ δ θ θ
α

2 2

2

sin

.presmetana

 (4.97) 

Sporeduvaj}i ja ravenkata (4.90) so ravenkata (4.96), zaklu~uvame 
deka va`i ravenstvoto: 

H L j iij ij= ≠  ;     ; (4.98) 

a preku sporedba na ravenkata (4.92) so ravenkata (4.94), zaklu~uvame 
deka va`i ravenstvoto: 

M N j iij ij= − ≠  ;     . (4.99) 

Koristeweto na ravenstvata (4.98) i (4.99) ovozmo`uva zna~i-
telna za{teda na vremeto potrebno za formirawe na jakobijanot. 
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4.5.4. Me{ana forma na elementite na jakobijanot 

Ako kompleksnite naponi na jazlite se izrazat so pomo{ na mo-
duli i argumenti, a elementite na kompleksnata matrica na admitanci-
ite na sistemot se izrazat so pomo{ na realni i imaginarni delovi, 
injektiranata aktivna mo}nost se presmetuva so pomo{ na ravenkata 
(4.62), a injektiranata reaktivna mo}nost se presmetuva so pomo{ na 
ravenkata (4.63). Koristej}i gi tie ravenki i ravenkite (4.82) do (4.85), 
za elementite na jakobijanot se dobivaat slednive ravenki: 

( )H P U U G B

i n j n j i

ij
i
j

i j ij ij ij ij= = ⋅ ⋅ −

= − = − ≠

∂
∂θ θ θsin ,

, , ; , , ; ;

cos

   1 1 1 1  

 (4.100) 

( )

( )

H P U U G B

B U Q

ii
i
i

i k ik ik ik ik
k

ii i i

i

= = − ⋅ ⋅ −

= − ⋅ −

∈
∑∂

∂θ θ θ
α

sin

;

cos

2
presmetana

 (4.101) 

( )N P
U U U U G B

i n j q j i

ij
i
j

j i j ij ij ij ij= = ⋅ ⋅ +

= − = ≠

∂
∂ θ θcos ,

, , ; , , ; ;

sin

   1 1 1  

 (4.102) 

( )

( )

N P
U U G U U U G B

G U P

ii
i
i

i ii i i k ik ik ik ik
k

ii i i

i

= = ⋅ + ⋅ ⋅ +

= ⋅ +

∈
∑∂

∂ θ θ
α

2 2

2

cos sin

presmetana ;

 (4.103) 

( )M Q U U G B

i q j n j i

ij
i
j

i j ij ij ij ij= = − ⋅ ⋅ +

= = − ≠

∂
∂θ θ θcos ,

, , ; , , ; ;

sin

   1 1 1  

 (4.104) 

( )

( )

M Q U U G B

G U P

ii
i
i

i k ik ik ik ik
k

ii i i

i

= = ⋅ ⋅ +

= − ⋅ +

∈
∑∂

∂θ θ θ
α

cos

;

sin

2
presmetana

 (4.105) 

( )L Q
U U U U G B

i q j q j i

ij
i
j

j i j ij ij ij ij= = ⋅ ⋅ −

= = ≠

∂
∂ θ θsin ,

, , ; , , ; ;

cos

   1 1  

 (4.106) 
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( )

( )

L Q
U U B U U U G B

B U Q

ii
i
i

i ii i i k ik ik ik ik
k

ii i i

i

= = − ⋅ + ⋅ ⋅ −

= − ⋅ +

∈
∑∂

∂ θ θ
α

2 2

2

sin

.

cos

presmetana

 (4.107) 

Zaslu`uva da se zabele`i deka i vo ovoj slu~aj va`at ravenstva-
ta (4.98) i (4.99). Nivnoto koristewe mo`e zna~itelno da go olesni 
formiraweto na jakobijanot. 

4.5.5. Verzija so pravoagolni koordinati 

Ako kompleksnite naponi na jazlite se izrazat so pomo{ na re-
alni i imaginarni delovi i istoto se napravi so elementite na kom-
pleksnata matrica na admitanciite na sistemot, injektiranata aktiv-
na mo}nost se presmetuva so pomo{ na ravenkata (4.65), a injektiranata 
reaktivna mo}nost se presmetuva so pomo{ na ravenkata (4.66). Vo slu-
~ajov, osven ovie ravenki, za sekoj jazol so poznata efektivna vrednost 
na naponot (osven za jazolot za koj e poznat i fazniot agol na naponot) 
ja koristime ravenkata za kvadratot na efektivnata vrednost na napo-
not. Taka se formira sistem od 2 1⋅ −( )n  nelinearni ravenki, kolku 
{to ima nepoznati realni i imaginarni delovi na naponite. Toj sis-
tem go so~inuvaat slednive ravenki: 

• za sekoj jazol za koj e poznata vrednosta na injektiranata ak-
tivna mo}nost, po edna ravenka od vidot: 

( ) ( ) ( )P E E G F B F F G E Bi i k ik k ik
k

n

i k ik k ik
k

n

dadena − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ =
= =
∑ ∑

1 1
0 ; (4.108) 

• za sekoj jazol za koj e poznata vrednosta na injektiranata reak-
tivna mo}nost, po edna ravenka od vidot: 

( ) ( ) ( )Q F E G F B E F G E Bi i k ik k ik
k

n

i k ik k ik
k

n

dadena − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =
= =
∑ ∑

1 1
0 ; (4.109) 

• za sekoj jazol za koj e poznata efektivnata vrednost na napo-
not, po edna ravenka od vidot: 

( )U E Fi i idadena
2 2 2 0− − = . (4.110) 
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Taka, sistemot nelinearni ravenki go so~inuvaat: n − 1  ravenka 
od tipot (4.108), q ravenki od tipot (4.109) i n q− −1  ravenki od tipot 
(4.110). Pred da zapo~ne re{avaweto na ovoj sistem ravenki, za site ne-
poznati realni i imaginarni delovi na naponite usvojuvame po~etni 
vrednosti. Mo`e da se prepora~a site nepoznati realni delovi da se 
zemaat ednakvi na 1 per unit ili ednakvi na efektivnata vrednost na na-
ponot na jazolot so poznat napon, a site imaginarni delovi na naponi-
te da se zemaat ednakvi na nula, t.e. da se primeni t.n. ìramen startí. 
Bidej}i formiraniot sistem ravenki e nelinearen, sekoja od ravenki-
te }e ja razvieme vo Tejlorov red, vo okolinata na pretpostavenoto re-
{enie. Koga vo toj razvoj gi zanemarime ~lenovite so prirasti na ne-
poznatite na vtor stepen, ja dobivame linearnata aproksimacija na 
sistemot ravenki. Toj sistem linearni ravenki mo`e da se napi{e vo 
matri~na forma: 

S T
V W
A A

E
F

P
Q

U′ ′′

















⋅ 






 =

















∆
∆

∆
∆

∆ 2
, (4.111) 

kade {to e: 

S P
E i n j nij

i
j

= = − = −∂
∂ ,     1 1 1 1, , ; , , ; (4.112) 

T P
F i n j nij

i
j

= = − = −∂
∂ ,   1 1 1 1, , ; , ,  ; (4.113) 

V Q
E i q j nij

i
j

= = = −∂
∂ ,     1 1 1, , ; , , ; (4.114) 

W Q
F i q j nij

i
j

= = = −∂
∂ ,     1 1 1, , ; , , ; (4.115) 

′ = = − − = −A U
E i n q j nij

i
j

∂
∂

2
1 1 1 1,    , , ; , ,  ; (4.116) 

′′ = = − − = −A U
F i n q j nij

i
j

∂
∂

2
1 1 1 1,     , , ; , , . (4.117) 

Matricata kolona ∆P  ima n −1  redici. Matricata kolona ∆Q  

ima q redici i matricata ∆U2  ima n q− −1  redici. Da zabele`ime deka 
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∆U2  e samo oznaka za matricata kolona. Eksponentot vo oznakata tre-
ba da asocira na na~inot na koj{to se opredeluvaat elementite na taa 
matrica. Elementite na navedenite matrici se: 

• ∆Pi  e vrednosta na levata strana na ravenkata (4.108) koga vo 
nea namesto vrednostite na nepoznatite se zamenat nivnite 
aktuelni vrednosti (pretpostaveni ili presmetani vo pret-
hodnata iteracija); 

• ∆Qi  e vrednosta na levata strana na ravenkata (4.109) koga vo 
nea namesto vrednostite na nepoznatite se zamenat nivnite 
aktuelni vrednosti (pretpostaveni ili presmetani vo pret-
hodnata iteracija); 

• ∆Ui
2  e vrednosta na levata strana na ravenkata (4.110) koga vo 

nea namesto Ei  i Fi  se zamenat nivnite aktuelni vrednosti 
(pretpostaveni ili presmetani vo prethodnata iteracija). 

Za elementite na jakobijanot se dobiva: 
• za i j≠  

S W G E B Fij ij ij i ij i= − = ⋅ + ⋅  , (4.118) 

T V G F B Eij ij ij i ij i= = ⋅ − ⋅  , (4.119) 

′ = ′′ =A Aij ij 0  ; (4.120) 

• za i j=  

S c G E B Fii i ii i ii i= + ⋅ + ⋅  , (4.121) 

T d G F B Eii i ii i ii i= + ⋅ − ⋅  , (4.122) 

V d G F B Eii i ii i ii i= − + ⋅ − ⋅  , (4.123) 

W c G E B Fii i ii i ii i= − ⋅ − ⋅  , (4.124) 

′ =A Eii i2  , (4.125) 

′′ =A Fii i2  , (4.126) 

 pri {to ci  i di  se realniot i imaginarniot del na injektira-
nata struja vo jazolot i, presmetani spored ravenkata: 
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( ) ( )

( ) ( )

c d G B E F

E G F B F G E B

i i ik ik
k

n

k k

k ik k ik
k

n

k ik k ik
k

n

+ = + ⋅ +

= ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅

=

= =

∑

∑ ∑

j j j

j   .

1

1 1

 (4.127) 

4.5.6. Karakteristiki na Wutn-Rafsonoviot metod 

Wutn-Rafsonoviot metod e efikasen ako po~etnite vrednosti 
na nepoznatite mnogu ne se razlikuvaat od nivnite to~ni vrednosti. Vo 
takvite slu~ai metodot se odlikuva so kvadratna konvergencija. Zatoa, 
nekoi avtori prepora~uvaat (na primer, [33]) najnapred da se napravat 
edna ili dve iteracii spored Gaus-Zajdeloviot metod, a potoa presmet-
kite da prodol`at spored Wutn-Rafsonoviot metod. Osven toa, za ne-
koi slu~ai, vo [29] se prepora~uva po~etnite vrednosti na nepoznatite 
da se dobijat po pat na pribli`na neiterativna presmetka, a potoa da 
se prodol`i so iterativnata presmetka spored Wutn-Rafsonoviot me-
tod. No, vo najgolem broj prakti~ni slu~ai, zadovoluva izborot na po-
~etnite vrednosti so t.n. ìramen startí. 

Ako Wutn-Rafsonoviot metod konvergira, brojot na iteraciite 
za koi se dobiva baranoto re{enie e mal i prakti~no ne zavisi od bro-
jot na jazlite vo sistemot, a prisustvoto na elementite so negativna 
reaktancija ne e pri~ina procesot da stane divergenten. 

So cel da se namali vremeto na presmetkite, praveni se obidi 
jakobijanot da ne se formira vo sekoja iteracija, tuku vo sekoja vtora. 
Ako za re{avawe na sistem linearni ravenki se koristi metodot na 
faktorizacija (kako {to e opi{ano vo Dodatokot A), vo iteraciite vo 
koi ne se presmetuva jakobijanot ne mora da se pravi nova faktoriza-
cija. Na toj na~in obemot na presmetkite vo taa iteracija zna~itelno 
se namaluva. Prirodno e toga{ da se o~ekuva brojot na iteraciite da 
mo`e da bide ne{to pogolem. No, i pokraj toa, vo nekoi slu~ai, na ovoj 
na~in e mo`no da se postigne namaluvawe na vkupnoto vreme potrebno 
za dobivawe na re{enie. 

4.5.7. Primer na presmetka spored Wutn-Rafsonoviot 
metod za sistem bez jazli so kontroliran napon 

Da se re{i primerot 4.4.4 so pomo{ na Wutn-Rafsonoviot me-
tod. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite da se pre-
krati vo iteracijata vo koja presmetanite injektirani aktivni i reak-
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tivni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od nivnite zadadeni vred-
nosti za pomalku od 0,1 MW, odnosno 0,1 Mvar. 

R e { e n i e :  

Vo sistemot od primerot 4.4.4 ima tri nezavisni jazli i nema 
jazli so kontroliran napon. Bidej}i naponot vo jazolot 3 e poznat, tre-
ba da se opredelat dva nepoznati fazni agli i dve nepoznati efektivni 
vrednosti na naponite, t.e. vkupniot broj na nepoznati golemini izne-
suva ~etiri. 

Vo primerot 4.4.4 be{e formirana matricata na admitancii na 
sistemot i taa, vo edini~ni vrednosti, e: 

Y G B= + =
− −

− −
− −

















+
−

−
−

















j j
3 00 2 00 1 00
2 00 4 00 2 00
1 00 2 00 3 00

6 96 4 00 3 00
4 00 9 97 6 00
3 00 6 00 8 97

, , ,
, , ,
, , ,

, , ,
, , ,
, , ,

 , 

pri {to baznata mo}nost e 100 MVA, a bazniot napon e 110 kV. 

Naponot vo jazolot 3 e: 

U e3
0113 3 0

1 03=
+

= ⋅
,

,
j

110
 per unitj  , 

dodeka za naponite vo ostanatite jazli, na po~etokot na prvata itera-
cija, pretpostavuvame "ramen start", sli~no kako i kaj Gaus-Zajdelo-
viot metod, t.e. 

U U1
0

2
0 10( ) ( ) ,= = per unit  , θ θ1

0
2

0 0 0( ) ( ) ,= = rad . 

Injektiranite mo}nosti vo jazlite vo edini~ni vrednosti se ed-
nakvi na: 

( )P Q1 1
40 25

100
0 4 25( ) ( ) , ,dadena dadena+ = −

+
= − −j

j
j0  per unit , 

( )P Q2 2
10 10

100
0 1 0 1( ) ( ) , ,dadena dadena+ =

+
= +j

j
j  per unit  . 

Na po~etokot na sekoja iteracija, vrz osnova na naponite pre-
smetani vo prethodnata iteracija, gi presmetuvame injektiranite ak-
tivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite 1 i 2. Bidej}i kompleksnite na-
poni vo jazlite gi izrazuvame vo polarni koordinati, a elementite od 
matricata na admitancii na sistemot se izrazeni vo pravoagolni koor-
dinati, presmetkite na injektiranite aktivni i reaktivni mo}nosti vo 
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jazlite }e gi napravime so pomo{ na ravenkite (4.62), odnosno (4.63). 
Napi{ani za jazolot 1 od razgleduvaniot sistem, tie ravenki se: 

( ) ( )[
( ) ]

P U G U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

2
0

12 12 12 12

3 13 13 13 13

( )
( ) ( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ ⋅ + ⋅

θ θ

θ θ  ,
 

( ) ( )[
( ) ]

Q U B U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

2
0

12 12 12 12

3 13 13 13 13

( )
( ) ( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ − ⋅

θ θ

θ θ   ,
 

kade {to e: 

θ θ θ12 1
0

2
0 0 0= − =( ) ( ) ,    i   θ θ θ13 1

0
3 0 0= − =( ) ,  . 

Zamenuvaj}i gi aktuelnite vrednosti na faznite agli i modu-
lite na naponite na jazlite od sistemot, za injektiranite mo}nosti vo 
jazolot 1 dobivame: 

( ) ( )[ ]
[ ]

P 1 3 1 1 2 1 B 0 1,03 1 1 B 0

1 3 1 3,03 0,03  ,
1( )
(0) 2

12 13presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ − = −
 

( ) ( ) ( )[ ]
[ ]

Q G G1
0 2

12 131 6 96 1 1 0 4 1 1 03 0 3 1

6 96 1 7 09 0 13
( )

( ) , ,

, , ,
presm. = − ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

= + ⋅ − = −   .
 

Za jazolot 2 presmetuvame: 

( ) ( )[
( ) ]

P U G U U G B

U G B

2
0

2
0 2

22 2
0

1
0

21 21 21 21

3 23 23 23 23

( )
( ) ( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

θ θ

θ θ  ,
 

( ) ( )[ ]
[ ]

P B B2
0 2

21 231 4 1 1 2 1 0 1 03 2 1 0

4 1 4 06 0 06
( )

( ) ,

, ,
presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅

= + ⋅ − = −   ,
 

( ) ( )[
( ) ]

Q U B U U G B

U G B

2
0

2
0 2

22 2
0

1
0

21 21 21 21

3 23 23 23 23

( )
( ) ( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅

θ θ

θ θ  ,
 

( ) ( ) ( )[ ]
[ ]

Q G G2
0 2

21 231 9 97 1 1 0 4 1 1 03 0 6 1

9 97 1 10 18 0 21
( )

( ) , ,

, , ,
presm. = − ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅

= + ⋅ − = −   ,
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kade {to e: 

θ θ θ21 2
0

1
0 0 0= − =( ) ( ) ,    i   θ θ θ23 2

0
3 0 0= − =( ) ,  . 

Spored toa, na po~etokot na prvata iteracija za razlikite pome-
|u zadadenite i presmetanite injektirani aktivni mo}nosti vo jazlite, 
spored (4.73), dobivame: 

∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 0 4
0 1

0 03
0 06

0 37
0 16

= − =
−






 −

−
−








 =

−






dadena presm.  , 

dodeka za soodvetnite razliki za injektiranite reaktivni mo}nosti, 
so pomo{ na (4.76), presmetuvame: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 0 25
0 10

0 13
0 21

0 12
0 31

= − =
−






 −

−
−








 =

−






dadena presm.  . 

Bidej}i najgolemata razlika po apsolutna vrednost e pogolema 
od dozvolenata tolerancija 0,001 per unit (0,1 MW i 0,1 Mvar), presmet-
kite treba da prodol`at so presmetka na prirastite na faznite agli i 
modulite na naponite. 

Prirastite na nepoznatite }e gi opredeluvame so re{avawe na 
sistemot linearni ravenki (4.87), koj{to za dadeniot sistem go ima 
sledniov oblik: 

( )
( )

H H N N
H H N N
M M L L
M M L L

U U

U U

P

P

Q

Q

11 12 11 12

21 22 21 22

11 12 11 12

21 22 21 22

1
0

2
0

1 1
0

2 2
0

1
0

2
0

1
0

2
0



















⋅























=























∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

θ

θ

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

 . 

Elementite na matricata na koeficientite na sistemot line-
arni ravenki (jakobijan) }e gi opredelime so pomo{ na ravenkite (4.98) 
do (4.107). Bidej}i vo sistemot nema jazli so kontroliran napon, site 
submatrici od jakobijanot imaat kvadratna forma i dimenzija 2×2. 

Dijagonalnite elementi na submatricata H se presmetuvaat spo-
red (4.101), dodeka dijagonalnite elementi na submatricata L se pre-
smetuvaat spored (4.107). Taka dobivame: 

( ) ( ) ( )H Q B U11 1
0

11 1
0 2 20 13 6 96 1 0 7 09= − − ⋅ = − − − − ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 
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( ) ( )L Q B U11 1
0

11 1
0 2 20 13 6 96 1 0 6 83= − ⋅ = − − − ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( ) ( ) ( )H Q B U22 2
0

22 2
0 2 20 21 9 97 1 0 10 18= − − ⋅ = − − − − ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( ) ( )L Q B U22 2
0

22 2
0 2 20 21 9 97 1 0 9 76= − ⋅ = − − − ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  . 

Za presmetka na vondijagonalnite elementi od submatricite 
H i L  }e gi koristime ravenkite (4.100) i (4.98): 

( )
( )

H L U U G B

G
12 12 1

0
2

0
12 12 12 12

121 0 1 0 0 0 4 0 1 0 4 0

= = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = −

( ) ( ) sin cos

, , , , , ,

θ θ

  ,
 

( )
( )

H L U U G B

G
21 21 2

0
1

0
21 21 21 21

211 0 1 0 0 0 4 0 1 0 4 0

= = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = −

( ) ( ) sin cos

, , , , , ,

θ θ

  .
 

Elementite na submatricite N  i M  se presmetuvaat spored 
(4.99) i (4.102) do (4.105): 

( )N P G U11 1
0

11 1
0 2 20 03 3 0 10 2 97= + ⋅ = − + ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( )M P G U11 1
0

11 1
0 2 20 03 3 0 10 3 03= − ⋅ = − − ⋅ = −( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( )N P G U22 2
0

22 2
0 2 20 06 4 0 10 3 94= + ⋅ = − + ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( )M P G U22 2
0

22 2
0 2 20 06 4 0 10 4 06= − ⋅ = − − ⋅ = −( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( )
( )

N M U U G B

B
12 12 1

0
2

0
12 12 12 12

121 0 1 0 2 0 1 0 0 0 2 0

= − = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ = −

( ) ( ) cos sin

, , , , , ,

θ θ

  ,
 

( )
( )

N M U U G B

B
21 21 1

0
2

0
21 21 21 21

211 0 1 0 2 0 1 0 0 0 2 0

= − = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ = −

( ) ( ) cos sin

, , , , , ,

θ θ

  .
 

Vo op{t slu~aj submatricite na jakobijanot ne se simetri~ni. 
Vo prvata iteracija, poradi toa {to pretpostavenite vrednosti na 
faznite agli na naponite se ednakvi na nula, submatricite na jakobija-
not se simetri~ni. 
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Spored toa, sistemot linearni ravenki od koj{to }e gi oprede-
lime nepoznatite prirasti na faznite agli i modulite na naponite go 
ima sledniot oblik: 

7 09 4 00 2 97 2 00
4 00 1018 2 00 3 94
3 03 2 00 6 83 4 00
2 00 4 06 4 00 9 76

0 37
016
012
0 31

1

2

3

4

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , ,

,
,
,
,

− −
− −
− −

− −



















⋅



















=

−

−



















x
x
x
x

 , 

kade {to, zaradi uprosteno pi{uvawe na ravenkite, so x ii ( = 1 4, , )  se 
ozna~eni nepoznatite prirasti. 

Dobieniot sistem linearni ravenki mo`e da se re{i na razni 
na~ini. Tuka }e bide upotreben metodot na Gausovata eleminacija (vi-
dete Dodatok A). Po prviot ~ekor na eliminacijata dobivame: 

1 0 5641749 0 4188998 0 2820274
0 7 923301 0 3244007 2 811650
0 0 2905500 8 099267 4 857425
0 2 931651 4 837800 10 32417

0 05218615
0 04874417
0 2781244
0 4143723

1

2

3

4

− −
−

−
− −



















⋅



















=

−
−
−



















, , ,
, , ,

, , ,
, , ,

,
,
,
,

x
x
x
x

 . 

Natamu postapkata na eliminacija prodol`uva so vtoriot, tre-
tiot i ~etvrtiot ~ekor. Po zavr{uvaweto na procesot na eliminacija, 
sistemot linearni ravenki ja ima slednava forma: 

1 0 5641749 0 4188998 0 2820274
0 1 0 04094262 0 3548584
0 0 1 0 6112353
0 0 0 1

0 05218615
0 006152003
0 03406872
0 02728909

1

2

3

4

− −
−

−



















⋅



















=

−
−
−



















, , ,
, ,

,

,
,
,
,

x
x
x
x

 . 

Ottuka, so povratna zamena (videte Dodatok A), gi dobivame ne-
poznatite prirasti, t.e. 

( )
( )

x
x
x
x

U U

U U

1

2

3

4

1
0

2
0

1 1
0

2 2
0

0 04653993
0 01654770
0 01738866
0 02728909



















=























=

−
−
−



















∆

∆

∆

∆

θ

θ

( )

( )

( )

( )

,
,
,
,

 . 

Spored (4.88) vrednostite na faznite agli i modulite na napo-
nite na jazlite, presmetani vo prvata iteracija, se: 
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( )
( )

θ
θ

θ θ
θ θ

1
1

2
1

1
0

1
0

2
0

2
0

0 0 0 04653993
0 0 0 01654770

0 04653993
0 01654770

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,

,
,













=
+
+













=
+ −
+ −









 =

−
−










∆
∆

 , 

( )

U

U

U U
U

U

U U
U

U

1
1

2
1

1
0

1
0 1

1

0

2
0

2
0 2

2

0

1 0 1 0 0 01738886
1 0 1 0 0 02728909

0 9826114
1 027289

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, , ,
, , ,

,
,















=
+ ⋅





+ ⋅

























=
+ ⋅ −
+ ⋅









 = 









∆

∆

 .

  

Pred da prodol`i presmetkata na novite prirasti na nepozna-
tite vo vtorata iteracija, treba da se proveri dali so novite vred-
nosti na kompleksnite naponi e postignata baranata to~nost na pres-
metkite. 

Presmetanite injektirani mo}nosti za jazlot 1 se: 

( )[
( )

( ) ( )]
[ ]

P1
1 20 9826114 3 0 0 9826114 1027289 2 0 0 02999222

1027289 4 0 0 02999222

103 10 0 04653993 103 3 0 0 04653993

2 896575 0 9826114 334952 0 3947009

( )
( ) , , , , , cos ,

, , sin ,

, , cos , , , sin ,

, , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ −

+ ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − + ⋅ ⋅ −

= + ⋅ − = −

 

( )[
( )

( ) ( )]
[ ]

Q1
1 20 9826114 6 96 0 9826114 1027289 2 0 0 02999222

1027289 4 0 0 02999222

103 10 0 04653993 103 3 0 0 04653993

6 720055 0 9826114 7 084432 0 2411879

( )
( ) , , , , , sin ,

, , cos ,

, , sin , , , cos ,

, , , ,

presm. = − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ −

− ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ −

= + ⋅ − = −  ,

 

kade {to e: 

( )θ θ θ θ12 21 1
1

2
1 0 04653993 0 01654770 0 02999222= − = − = − − − = −( ) ( ) , , ,  rad, 

θ θ θ13 1
1

3 0 04653993 0 0 0 04653993= − = − − = −( ) , , ,  rad. 

Na identi~en na~in za vtoriot jazol presmetuvame: 

P2
1 01034528( )

( ) ,presm. =  ; Q2
1 01123800( )

( ) ,presm. =  . 

Razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani mo}-
nosti vo jazlite se: 
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∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

1 1 0 40
0 10

0 3947009
0 1034528

0 005299091
0 003452823

= − =
−






 −

−






 =

−
−








dadena presm. , 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

1 1 0 25
0 10

0 2411879
0 1123800

0 008812100
0 01237998

= − =
−






 −

−






 =

−
−









dadena presm. . 

Kako {to se gleda, najgolemata razlika po apsolutna vrednost 
iznesuva 0,01237998 per unit i e pogolema od dozvolenata tolerancija, pa 
poradi toa iterativnata postapka prodol`uva so presmetka na priras-
tite na nepoznatite vo vtorata iteracija. 

Sistemot linearni ravenki so koj se presmetuvaat prirastite 
na nepoznatite vo vtorata iteracija e: 

6 961243 3 975347 2 501874 2139026
4 096429 10 40919 1896863 4 324745
3 291276 2139026 6 478867 3 975347
1896863 4117839 4 096429 10 63395

0 005299091
0 003452823
0 008812100

0 01237998

1

2

3

4

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , ,

,
,
,

,

− −
− −
− −

− −



















⋅



















=

−
−
−

−



















x
x
x
x

 , 

kade {to elementite na jakobijanot se opredeleni na ist na~in kako i 
vo prvata iteracija, pri {to se koristeni aktuelnite vrednosti na na-
ponite i presmetanite aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite. Zabe-
le`uvame deka sega submatricite na jakobijanot ne se simetri~ni. 

So Gausovata eliminacija sistemot linearni ravenki od vtora-
ta iteracija go transformirame vo slednata forma: 

1 0 5710686 0 3594005 0 3072764
0 1 0 05261609 0 3799339
0 0 1 0 6625401
0 0 0 1

0 0007612277
0 0008142827

0 001446988
0 002258901

1

2

3

4

− −
−

−



















⋅



















=

−
−

−
−



















, , ,
, ,

,

,
,

,
,

x
x
x
x

 . 

Od ovoj sistem ravenki gi opredeluvame prirastite na nepozna-
tite fazni agli i efektivni vrednosti na naponite vo vtorata itera-
cija i tie se: 

( )
( )

x
x
x
x

U U

U U

1

2

3

4

1
1

2
1

1 1
1

2 2
1

4

4

3

3

4 607521 10
1 109304 10
2 943601 10
2 258901 10



















=























=

− ⋅
− ⋅
− ⋅
− ⋅





















−

−

−

−

∆

∆

∆

∆

θ

θ

( )

( )

( )

( )

,
,
,
,

 . 
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Presmetanite fazni agli i efektivni vrednosti na naponite vo 
jazlite 1 i 2 vo vtorata iteracija }e bidat: 

( )
( )

θ
θ

θ θ
θ θ

1

2

1
1

1
1

2
1

2
1

4

4
0 04653993 4 607521 10

0 01654770 1109304 10

0 04700068
0 01665863

(2)

(2)

( ) ( )

( ) ( )
, ,

, ,

,
,













=
+
+













=
− + − ⋅

− + − ⋅















=
−
−










−

−
∆
∆

 , 

( )

U

U

U U
U

U

U U
U

U

1
2

2
2

1
1

1
1 1

1

1

2
1

2
1 2

2

1

0 9826114 0 9826114 0 002943601
1 027289 1 027289 0 002258901

0 9797189
1 024969

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, , ,
, , ,

,
,















=
+ ⋅





+ ⋅

























=
+ ⋅ −

+ ⋅








 = 









∆

∆

 .

 

So tie naponi se presmetuvaat razlikite pome|u zadadenite i 
presmetanite injektirani mo}nosti vo jazlite: 

∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

2 2 50 40
0 10

0 3999780
0 1000033

2 20
0 33

10= − =
−






 −

−






 =

−
−









 ⋅ −

dadena presm.  , 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

2 2 50 25
0 10

0 2499740
0 1000309

2 60
3 09

10= − =
−






 −

−






 =

−
−









 ⋅ −

dadena presm.  . 

Od dobienite rezultati se gleda deka po apsolutna vrednost naj-
golemata od presmetanite razliki na injektiranite mo}nosti iznesuva 
0,0000309 per unit (t.e. 0,00309 Mvar) i taa e pomala od dozvolenata tole-
rancija. Spored toa, naponite presmetani pred po~etokot na tretata 
iteracija gi usvojuvame za baranoto re{enie, a tie iznesuvaat: 

U = ⋅
⋅









 = ⋅

⋅













−

−

−

−
0 9797189

1024969
107 77
112 75

0 04700068

0 01665863
,

,
,
,

,

,
e
e

e
e

j

j

j2,69

j0,95
 per unit  kV

o

o . 

4.5.8. Primer na presmetka spored Wutn-Rafsonoviot 
metod za sistem so jazli so kontroliran napon 

Da se re{i primerot 4.4.5 so pomo{ na Wutn-Rafsonoviot me-
tod. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite da se pre-
krati vo iteracijata vo koja presmetanite injektirani aktivni i reak-
tivni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od nivnite zadadeni vred-
nosti za pomalku od 0,1 MW, odnosno 0,1 Mvar. 
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R e { e n i e :  

Koga brojot na jazlite na sistemot e mal i koga za presmetka na 
naponite se koristi Wutn-Rafsonoviot metod, pogodno e jazlite od 
tipot PQ da bidat na po~etokot na listata na numerirani jazli* . Po-
toa vo listata sleduvaat jazlite od tipot PU, a na krajot jazolot so 
poznat napon. Spored toa, jazlite }e bidat numerirani kako vo pri-
merot 4.4.5, i toa: A→1, B→2, C→3 i D→4. Referentniot jazol (zem-
jata) i vo ovoj slu~aj go ima redniot broj 0. 

Otkako }e se izvr{i numeracijata na jazlite, mo`e da se pri-
stapi kon formirawe na matricata na admitancii na sistemot. Para-
metrite na π-ekvivalentnite {emi na elementite vo edini~ni vrednos-
ti se presmetani vo primerot 4.4.5, taka {to realniot i imaginarniot 
del od matricata na admitancii na sistemot se: 

G =

−
−

−
−



















1 870005 0 0 1 870005
0 3 222351 3 222351

3 222351 0
1 870005 0

, ,
, ,
,

,

0
0 3,222351

0 1,870005

 , 

B =

−
−

−
−



















43 72744 0 40 34066 6 328479
0 31 43226 16 98216

40 34066 16 98216 60 41806 0
6 328479 0 18,77469

, , ,
, ,

, ,
,

13,44689
,

13,44689

 . 

Sli~no kako i kaj Gaus-Zajdeloviot metod, za jazlite od tipot 
PQ pretpostavuvame "ramen start": 

U U1
0

2
0 10( ) ( ) ,= = per unit  , θ θ1

0
2

0 0 0( ) ( ) ,= = rad  , 

dodeka za jazlite od tipot PU pretpostavuvame fazni agli na naponite 
ednakvi na nula: 

U3
210 0 9545454= =220 per unit,  , θ3

0 0 0( ) ,= rad  . 

Naponot vo jazolot D e ednakov na: 

                                                           
* Numeracijata na jazlite mo`e da vlijae vrz brojot na nenulti vondijagonalni ele-

menti vo faktorite na jakobijanot (za faktorizacijata na matrici videte Dodatok 
A). Dokolku e potrebno da se primeni tehnikata na retki matrici, numeracijata na 
jazlite treba da se napravi spored drugi kriteriumi. (Videte potpoglavje 4.8.) 
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U e4
0115 0

1 045455=
+

= ⋅
j

110
 per unitj,  . 

Injektiranite mo}nosti vo jazlite vo edini~ni vrednosti se ed-
nakvi na: 

( )P Q1 1
250 125

100
2 50 1 25( ) ( ) , ,dadena dadena+ = −

+
= − −j

j
j  per unit , 

S 2 0( )dadena =  , 

P3
100
100 10( ) ,dadena = =  per unit  . 

Pred sekoja iteracija treba da se presmetaat elementite na ja-
kobijanot i elementite od vektorot na desnata strana na sistemot 
(4.87). 

Redosledot na presmetkite mo`e da bide proizvolen, no e mnogu 
popogodno najprvin da se presmetaat injektiranite mo}nosti vo jazli-
te, zatoa {to tie mo`at da se iskoristat pri presmetkata na dijagonal-
nite elementi od submatricite na jakobijanot. 

Kompleksnite naponi na jazlite }e gi izrazime vo polarni koor-
dinati. Elementite od matricata na admitancii na mre`ata se izraze-
ni vo pravoagolni koordinati. Poradi toa, presmetkite na injektira-
nite aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite }e gi napravime so po-
mo{ na (4.62) i (4.63), soodvetno. Od istite pri~ini, pri presmetkite 
na elementite od jakobijanot }e gi koristime ravenkite (4.98) do 
(4.107). 

Injektiranata aktivna mo}nost vo jazolot A vo prvata iteracija 
ja presmetuvame spored (4.62): 

( ) ( )[
( )]

P U G U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

3 13 13 13 13

4 14 14 14 14

( )
( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

θ θ

θ θ  ,
 

kade {to e: 

θ θ θ13 1
0

3
0 0 0= − =( ) ( ) ,     i     θ θ θ14 1

0
4 0 0= − =( ) ,  . 

Spored toa, za injektiranata aktivna mo}nost vo jazolot A, do-
bivame: 
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( )[
( ) ]

P B

B

1
0 2

13

14

1 0 1 870005 1 0 0 9545454 0 0 1 0 0 0

1 045455 1 870005 1 0 0 0

( )
( ) , , , , , , ,

, , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅  ,
 

[ ]P1
0 1 0 1 870005 1 0 1 955005 0 08500000( )

( ) , , , , ,presm. = ⋅ + ⋅ − = −  . 

Injektiranata reaktivna mo}nost vo istiot jazol ja presmetu-
vame spored (4.63): 

( ) ( )[
( ) ]

Q U B U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

3 13 13 13 13

4 14 14 14 14

( )
( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅

θ θ

θ θ  ,
 

( ) ( )[
( ) ]

Q G

G

1
0 2

1

14

1 0 43 72744 1 0 0 9545454 3 0 0 40 34066 1 0

1 045455 0 0 6 328479 1 0

( )
( ) , , , , , , ,

, , , ,

presm. = − ⋅ − + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅
 

[ ]Q1
0 43 72744 1 0 45 12313 1 395695( )

( ) , , , ,presm. = + ⋅ − = −  . 

Na sli~en na~in se presmetuvaat i injektiranite mo}nosti vo 
ostanatite jazli: 

[ ]P2
0 3 222351 10 3 075881 01464705( )

( ) , , , ,presm. = + ⋅ − =  , 

[ ]Q2
0 31 43226 10 30 26835 1163908( )

( ) , , , ,presm. = + ⋅ − =  , 

[ ]P3
0 2 936068 0 9545454 3 222351 01398129( )

( ) , , , ,presm. = + ⋅ − = −  , 

[ ]Q3
0 55 05033 0 9545454 57 32282 0 3330961( )

( ) , , , ,presm. = + ⋅ − = . 

Treba da se zabele`i deka, iako ne e potrebno da se presmetuva-
at razlikite pome|u presmetanite i zadadenite reaktivni mo}nosti vo 
jazlite so kontroliran napon, injektiranite reaktivni mo}nosti vo 
ovie jazli se presmetani zatoa {to tie }e poslu`at za presmetka na di-
jagonalnite elementi od submatricata H od jakobijanot. 

Razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani aktiv-
ni mo}nosti vo jazlite pred prvata iteracija se presmetuvaat spored 
(4.73). Pritoa razlikite se presmetuvaat za site jazli za koi se dadeni 
injektiranite aktivni mo}nosti. Taka dobivame: 
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∆P P P( )
( ) ( )

( )
,
,
,

,
,
,

,
,

,

0 0
2 5
0 0
1 0

0 0850000
0 1464705
0 1398129

2 415000
0 1464705

1 139813
= − =

−















−
−

−

















=
−

−
















dadena presm.  . 

Na sli~en na~in, so pomo{ na ravenkata (4.76), se presmetuvaat 
razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani reaktivni 
mo}nosti vo onie jazli vo koi se nepoznati efektivnite vrednosti na 
naponite. Vo slu~ajov ovie razliki se presmetuvaat samo za jazlite A i 
B: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 1 25
0 00

1 395695
1 163908

0 1456947
1 163908

= − =
−






 −

−






 =

−








dadena presm.  . 

Sleduvaat presmetkite na elementite na jakobijanot. Za razgle-
duvaniot primer jakobijanot }e bide so dimenzii 5×5, zatoa {to vo sis-
temot ima tri nepoznati fazni agli i dve nepoznati efektivni vred-
nosti na naponite. Submatricite od matri~niot sistem ravenki (4.87) 
}e gi imaat slednive dimenzii: H3 3× , N3 2× , M2 3×  i L2 2× . 

Dijagonalnite elementi na submatricata H se presmetuvaat spo-
red (4.101), dodeka za dijagonalnite elementi od submatricata L }e go 
koristime (4.107): 

( )
( ) ( )

H Q B U11 1
0

11 1
0 2

21 395695 43 72744 1 0 45 12313

= − − ⋅

= − − − − ⋅ =

( )
( ) ( )

, , , ,

presm.

  ,
 

( )
( )

L Q B U11 1
0

11 1
0 2

21 395695 43 72744 1 0 42 33174

= − ⋅

= − − − ⋅ =

( )
( ) ( )

, , , ,

presm.

  ,
 

( )
( ) ( )

H Q B U22 2
0

22 2
0 2

21 163908 31 43226 1 0 30 26835

= − − ⋅

= − − − ⋅ =

( )
( ) ( )

, , , ,

presm.

  ,
 

( ) ( )L Q B U22 2
0

22 2
0 2 21 163908 31 43226 1 0

32 59617

= − ⋅ = − − ⋅

=
( )

( ) ( ) , , ,

,
presm.

  ,
 

( )

H Q B U33 3
0

33 3
2

20 3330961 60 41806 0 9545454 54 71724

= − − ⋅

= − − − ⋅ =

( )
( )

, , , ,

presm.

  .
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Za presmetka na vondijagonalnite elementi od submatricite H  
i L  }e gi koristime formulite (4.100), odnosno (4.98): 

( ) ( )H L U U G B12 12 1
0

2
0

12 12 12 12 1 1 0 0 0 1 0= = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =( ) ( ) sin cosθ θ  , 

( )
( )

H U U G B

G
13 1

0
3 13 13 13 13

131 0 0 9545454 0 0 40 34066 1 0 38 50699

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = −

( ) sin cos

, , , , , ,

θ θ

  ,
 

( ) ( )H L U U G B21 21 2
0

1
0

21 21 21 21 1 1 0 0 0 1 0= = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ =( ) ( ) sin cosθ θ  , 

( )
( )

H U U G B

G
23 2

0
3 23 23 23 23

231 0 0 9545454 0 0 16 98216 1 0 16 21025

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = −

( ) sin cos

, , , , , ,

θ θ

  ,
 

( )
( )

H U U G B

G
32 3 2

0
32 32 32 32

320 9545454 1 0 0 0 16 98216 1 0 16 21025

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ = −

( ) sin cos

, , , , , ,

θ θ

  .
 

Elementite na submatricite N  i M  se presmetuvaat spored 
(4.102) do (4.105): 

( )N P G U11 1
0

11 1
0 2 20 085 1 870005 1 0 1 785004= + ⋅ = − + ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( ) ( )N M U U G B12 12 1
0

2
0

12 12 12 12 1 1 0 1 0 0 0= − = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =( ) ( ) cos sinθ θ , 

( ) ( )M U U G B13 1
0

3 13 13 13 13 1 0 0 9545454 0 0= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = − ⋅ ⋅ =( ) cos sin , ,θ θ  , 

( )M P G U11 1
0

11 1
0 2 20 085 1 870005 1 0 1 955005= − ⋅ = − − ⋅ = −( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( )N P G U22 2
0

22 2
0 2 20 1464705 3 222351 1 0 3 368822= + ⋅ = + ⋅ =( )

( ) ( ) , , , ,presm.  , 

( )M P G U22 2
0

22 2
0 2 20 1464705 3 222351 1 0

3 075881

= − ⋅ = − ⋅

= −
( )

( ) ( ) , , ,

,
presm.

  ,
 

( ) ( )N M U U G B21 21 1
0

2
0

21 21 21 21 1 1 0 1 0 0 0= − = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =( ) ( ) cos sinθ θ , 

( )
( )

M U U G B

B
23 2

0
3 23 23 23 23

231 0 0 9545454 3 222351 1 0 0 0 3 075881

= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= − ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ =

( ) cos sin

, , , , , ,

θ θ
 
,
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( )
( )

N U U G B

B
31 3 1

0
31 31 31 31

310 9545454 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ =

( ) cos sin

, , , , , ,

θ θ
  
,
 

( )
( )

N U U G B

B
32 3 2

0
32 32 32 32

310 9545454 1 0 3 222351 1 0 0 0 3 075881

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ = −

( ) cos sin

, , , , , ,

θ θ
  
.
 

Za razgleduvaniot primer sistemot linearni ravenki (4.87) e: 

( )
( )

H H H N N
H H H N N
H H H N N
M M M L L
M M M L L

U U

U U

P

P

P

Q

Q

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

1
0

2
0

3
0

1 1
0

2 2
0

1
0

2
0

3
0

1
0

2
0























⋅



























=



























∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

∆

θ

θ

θ

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

  , 

odnosno: 

4512313 0 38 50699 1785004 0
0 30 26835 16 21025 0 3368822

38 50699 16 21025 54 71724 0 3 075881
1955005 0 0 42 33174 0

0 3 075881 3 075881 0 32 59617

2 415000
01464705

1139813
01456947

1163908

1

2

3

4

5

, , ,
, , ,

, , , ,
, ,

, , ,

,
,

,
,

,

−
−

− − −
−

−























⋅























=

−
−

−























x
x
x
x
x

, 

kade {to, zaradi poednostavno pi{uvawe, vektorot na prirastite na 
nepoznatite e ozna~en so x. 

Ovoj sistem linearni ravenki }e go re{ime so pomo{ na meto-
dot na Gausova eleminacija (videte Dodatok A). 

Po zavr{uvaweto na procesot na eliminacijata sistemot line-
arni ravenki }e ja ima slednava forma: 

1 0 0 8533759 0 03955852 0
0 1 0 5355510 0 0 1112985
0 0 1 0 1156199 0 09652492
0 0 0 1 0 003780053
0 0 0 0 1

0 05352022
0 004839065

0 07586648
0 002007177

0 03237238

1

2

3

4

5

−
−

−
−























⋅























=

−
−
−

−
−























, ,
, ,

, ,
,

,
,

,
,

,

x
x
x
x
x

 . 
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Od ovoj sistem, so povratna zamena, go dobivame vektorot na ne-
poznatite prirasti na faznite agli i modulite na naponite vo jazlite, 
i toa: 

( )
( )

x
x
x
x
x

U U

U U

1

2

3

4

5

1
0

2
0

3
0

1 1
0

2 2
0

0 1206351
0 04340804
0 07874501

0 002129546
0 03237238























=



























=

−
−
−

−
−























∆

∆

∆

∆

∆

θ

θ

θ

( )

( )

( )

( )

( )

,
,
,

,
,

 . 

Spored (4.88), faznite agli i modulite na naponite presmetani 
vo prvata iteracija se: 

( )
( )
( )

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

1
1

2
1

3
1

1
0

2
0

3
0

1
0

2
0

3
0

0 0 0 1206351
0 0 0 04340804
0 0 0 07874501

0 1206351
0 04340804
0 07874501

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

, ,
, ,
, ,

,
,
,



















=



















+



















=
+ −

+ −
+ −

















=
−

−
−

















∆

∆

∆

 , 

( )
( )

U

U

U U
U

U

U U
U

U

1
1

2
1

1
0

1
0 1

1

0

2
0

2
0 2

2

0

1 1 0 002129546
1 1 0 03237238

0 9978704
0 9676276

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

,
,

,
,















=
+ ⋅





+ ⋅

























=
+ ⋅ −
+ ⋅ −









 = 









∆

∆
 

.

 

Presmetanite naponi posle prvata iteracija }e poslu`at za 
presmetka na injektiranite mo}nosti vo jazlite na po~etokot na vto-
rata iteracija. Na primer, za jazolot A injektiranite mo}nosti se: 

( ) ( )[
( ) ]

P U G U U G B

U G B

1
1

1
1 2

11 1
1

3 13 13 13 13

4 14 14 14 14

2 478278

( )
( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

= −

θ θ

θ θ
  ,
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( ) ( )[
( ) ]

Q U B U U G B

U G B

1
1

1
1 2

11 1
1

3 13 13 13 13

4 14 14 14 14

1 169186

( )
( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

,

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅

= −

θ θ

θ θ
  ,

 

kade {to e: 

( )θ θ θ13 1
1

3
1 01206351 0 07874501 0 04189007= − = − − − = −( ) ( ) , , ,  rad, 

θ θ θ14 1
1

4 0 1206351 0 0 0 1206351= − = − − = −( ) , , , rad. 

Presmetanite mo}nosti vo ostanatite jazli se: 

P2
1 0 006516691( )

( ) ,presm. =  ;  Q2
1 0 05908700( )

( ) ,presm. = ; 

P3
1 1016611( )

( ) ,presm. =  ;  Q3
1 1088517( )

( ) ,presm. =  . 

Razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani mo}-
nosti vo jazlite iznesuvaat: 

∆P P P( )
( ) ( )

( )
,
,
,

,
,

,

,
,
,

1 1
2 5
0 0
1 0

2 478278
0 006516691

1 016611

0 02172184
0 06516691
0 01661100

= − =
−















−
−















=
−
−
−

















dadena presm.  , 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

1 1 1 25
0 00

1 169186
0 05908700

0 08081412
0 05908700

= − =
−






−

−







 =

−
−








dadena presm.  . 

Kako {to mo`e da se zabele`i, najgolemata razlika po apso-
lutna vrednost iznesuva 0,08081412 per unit i e pogolema od dozvolenata 
tolerancija 0,001 per unit. Poradi toa presmetkata prodol`uva so opre-
deluvawe na elementite na jakobijanot vo vtorata iteracija. 

Sistemot linearni ravenki so koj se presmetuvaat prirastite 
na nepoznatite vo vtorata iteracija e sledniot: 

44 71058 0 38 39128 0 6162297 0
0 29 37104 15 78084 0 3 023615

38 39128 15 57054 53 96182 1 609155 3 528611
4 340327 0 1 609155 42 37221 0

0 3 010581 2 420287 0 29 48922

0 02172184
0 006516691
0 01661100

0 080811412
0 05908700

1

2

3

4

5

, , ,
, , ,

, , , , ,
, , ,

, , ,

,
,
,

,
,

− −
−

− − −
−

−























⋅























=

−
−
−

−
−























x
x
x
x
x

 

Posle Gausovata eliminacija, sistemot go dobiva oblikot: 
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1 0 0 8586621 0 01378264 0
0 1 0 5372926 0 0 1029454
0 0 1 0 08550737 0 1524610
0 0 0 1 0 007598098
0 0 0 0 1

0 0004858322
0 0002218747
0 003065359
0 002104191
0 001919680

1

2

3

4

5

− −
−

−
−























⋅























=

−
−
−
−
−























, ,
, ,

, ,
,

,
,
,
,
,

x
x
x
x
x

. 

Re{enieto na ovoj sistem ravenki e: 

( )
( )

x
x
x
x
x

U U

U U

1

2

3

4

5

1
1

2
1

3
1

1 1
1

2 2
1

0 003242888
0 001731158
0 003176864
0 002118777
0 001919680























=



























=

−
−
−
−
−























∆

∆

∆

∆

∆

θ

θ

θ

( )

( )

( )

( )

( )

,
,
,
,
,

 . 

Potoa se opredeluvaat faznite agli i efektivnite vrednosti na 
naponite vo vtorata iteracija: 

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

θ

1
2

2
2

3
2

1
1

2
1

3
1

1
1

2
1

3
1

0 1206351 0 003242888
0 04340804 0 001731158
0 07874501 0 003176864

0 1238780
0 04513919
0 08192188

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

, ,
, ,
, ,

,
,
,



















=



















+



















=
− −

− −
− −
















=

−
−
−

















∆

∆

∆

, 

( )
( )

U

U

U U
U

U

U U
U

U

1
2

2
2

1
1

1
1 1

1

1

2
1

2
1 2

2

1

0 9978704 0 9978704 0 002118777
0 9676276 0 9676276 0 001919680

0 9957562
0 9657701

( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

, , ,
, , ,

,
,














=

+ ⋅





+ ⋅

























=
+ ⋅ −
+ ⋅ −









= 









∆

∆

  .

 

Postapkata prodol`uva so presmetka na injektiranite mo}-
nosti vo jazlite. Potoa se presmetuvaat razlikite pome|u zadadenite i 
presmetanite injektirani mo}nosti vo jazlite: 
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∆P P P( )
( ) ( )

( )

,
,
,

,
,

,

,
,

,

2 2

5
2 5
0 0
1 0

2 499928
0 00001604300

1 000041

7 2
1 6043

4 1
10

= −

=
−















−
−















=
−

−
−

















⋅ −

dadena presm.

.
 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( )

,
,

,
,

,
,

2 2

41 25
0 00

1 249790
0 0001497846

2 1
1 497846 10

= −

= −




− −





= −
−





⋅ −

dadena presm.

  .
 

Od dobienite rezultati se gleda deka najgolemata razlika po 
apsolutna vrednost iznesuva 0,00021 per unit. Bidej}i taa e pomala od 
dozvolenata tolerancija, iterativnata presmetka zavr{uva, a za bara-
noto re{enie se usvojuvaat naponite vo jazlite presmetani po vtorata 
iteracija, t.e. 

U =

⋅
⋅
⋅
⋅





















=

⋅

⋅

⋅

⋅























−

−

−

−

−

−

0 9957562
0 9657701
0 9545454

1 045455

109 53

212 47

210 00

115 00

0 1238780

0 04513919

0 08192188

0 0
4 69

,
,
,
,

,

,

,

,

,

,

,

,
,

e
e
e
e

e

e

e

e

j

j

j

j

j7,10

j2,59

j

j0,00

per unit  kV

o

o

o

o

. 

Injektiranata reaktivna mo}nost vo jazolot so kontroliran na-
pon C i injektiranata kompleksna mo}nost vo jazolot D se presmetu-
vaat spored ravenkite (4.62) i (4.63): 

Q3 1 204959 120 5= , , per unit =  Mvar  , 

( )S 4 1 538750 0 1790896= +, ,j  per unit = 153,9 + j17,9 MVA  . 

Za presmetka na raspredelbata na mo}nostite vo elementite }e 
gi koristime formulite (4.22), (4.24), (4.26) i (4.28), dodeka zagubite 
mo`at da se presmetaat so pomo{ na formulite (4.29) i (4.30). So 
presmetkite se dobivaat rezultatite prika`ani vo tabelata 4.5. 

Vkupnite zagubi vo mre`ata se: 

∆ ∆ ∆ ∆P P P P= + +− − −1 4 1 4 2 3( ) ( )a b
= 0,01633611 + 0,01811814 + 0,004424691

=  0,03887892 per unit = 3,9 MW  ,
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∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆Q Q Q Q Q Q= + + + + ⋅

− + + ⋅
=

− − − − −1 4 1 4 2 3 2 4 1 33

0 02399053 0 02974772 0 05559488 0 02791818 3 0 03611657
(a) ( )

, , ,
b

= , + ,
 0,1344112 per unit =13,4 Mvar

 

ili 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

∆ S S S S S= + + +
= − − + +

+ + + +

1 2 3 4

2 499928 1 249790 0 00001604300 0 0001497846
1 000041 1 204959 1 538750 0 1790896

, , , ,
, , , ,

j j
j j

= 0,03887916 + j0,1344075  per unit = 3,9 + j13,4  MVA  .

 

Ako se sporedat rezultatite od presmetkite dobieni spored 
Wutn-Rafsonoviot metod so rezultatite dobieni so pomo{ na Gaus-
Zajdeloviot metod (primer 4.4.5), se zabele`uva mala razlika koja se 
dol`i na razli~nite kriteriumi za zavr{uvawe na iterativnite pro-
cesi. 

Najgolem del od matemati~kite operacii kaj Wutn-Rafsonoviot 
metod se odnesuva na formiraweto na jakobijanot i re{avaweto na sis-
temot linearni ravenki. Brojot na matemati~ki operacii i vremeto za 
presmetka, vo nekoi slu~ai, mo`e da se namali ako jakobijanot se 
formira vo sekoja vtora (neparna) iteracija. Ako toa se napravi pri 
re{avaweto na ovoj primer, postapkata zavr{uva po 3 iteracii, pri 
{to najgolemata razlika na zadadenite i presmetani aktivni i reak-
tivni mo}nosti (po apsolutna vrednost) e 0,000003 per unit. Kako {to se 
gleda, vo ovoj primer na takov na~in ne mo`e da se postigne racionali-
zacija. 

Tabela 4.5  Raspredelba na mo}nostite i zagubite 

Element 
k l−  

Mo}nost 
Sk l−  

per unit 

Mo}nost 
Sl k−  

per unit 

Zagubi na mo}nost 
∆Sk l−  
per unit 

C−A 0,5360914+j0,4353585 −0,5360914−j0,3992419 0,0000000+j0,03611657 

D−A (a) 0,4439504+j0,05127606 −0,4276143−j0,02728553 0,01633611+j0,02399053 

D−A (b) 0,4821574+j0,05452069 −0,4640392−j0,02477298 0,01811814+j0,02974772 

B−C 0,6126581+j0,04552504 −0,6082335−j0,1011199 0,004424691−j0,05559488 

D−B 0,6126421+j0,07329204 −0,6126421−j0,04537386 0,0000000+j0,027911818 
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4.6. Modifikacija na Wutn-Rafsonoviot metod. 
Brz metod so razdvojuvawe 

4.6.1. Osnovno za metodot 

I pokraj toa {to Wutn-Rafsonoviot metod vo najgolem broj slu-
~ai se odlikuva so dobra konvergencija, sepak relativno golemite ba-
rawa od kompjuterska memorija i golemiot broj matemati~ki operacii, 
kako za presmetka na jakobijanot (vo sekoja iteracija) taka i za re{a-
vawe na soodvetniot sistem linearni ravenki, pridonele relativno 
bavno da se pro{iruva negovata primena i na re{avawe na problemite 
na mnogu golemi sistemi. Ova osobeno bilo izrazeno vo {eesettite, pa 
i na po~etokot na sedumdesettite godini, koga brzinata na komercijal-
no raspolo`livite kompjuteri i nivnata memorija bile ograni~eni od 
tehnolo{ki, no i od ekonomski pri~ini.  

Me|u prvite obidi da se napravi modifikacija na Wutn-Rafso-
noviot metod e predlogot da se zanemarat vondijagonalnite submat-
rici od jakobijanot (t.e. submatricite N i M), taka {to sistemot line-
arni ravenki (4.87) se raspa|a na dva nezavisni sistema ravenki za ~ie-
{to re{avawe se potrebni zna~itelno pomalku matemati~ki operacii. 
No, ostanatite elementi od jakobijanot (elementite od submatricite 
H i L) bilo potrebno da se presmetuvaat vo sekoja iteracija. Poradi 
toa, no i poradi polo{ata konvergencija, ovaa modifikacija ne na{la 
nekoja pozna~ajna primena. 

Vo 1973/74 godina e predlo`ena modifikacija vo koja, pokraj 
razdvojuvaweto na sistemot ravenki, namesto matricite H i L se ko-
ristat simetri~ni matrici ~ii{to elementi se nepromenlivi vo te-
kot na iterativnata postapka. Ovaa modifikacija e nare~ena brz metod 
so razdvojuvawe (Fast Decoupled Load Flow [31]). Za kratko vreme po ne-
govoto pojavuvawe, brziot metod so razdvojuvawe stanal konkurentna 
alternativa na Wutn-Rafsonoviot metod, zatoa {to obezbeduval rela-
tivno dobra konvergencija i mo`nost presmetkite da se izvedat za po-
kuso vreme. No, sepak, vo nekoi slu~ai, brziot metod so razdvojuvawe 
poka`al zna~itelno polo{i karakteristiki od Wutn-Rafsonoviot me-
tod. Toa, vo prv red, se odnesuva na sistemite vo koi postojat elementi 
so nadol`na aktivna otpornost {to ne e pomala od nadol`nata reak-
tancija. 

Vo 1988/89 godina se pojavuva druga modifikacija na Wutn-Raf-
sonoviot metod bazirana na principot na razdvojuvawe na presmetkite 
na nepoznatite, nare~ena brz metod so razdvojuvawe za op{ta namena (A 
General-Purpose Version of the Fast Decoupled Load Flow [10]). Vsu{nost, 
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ovaa modifikacija se razlikuva od prethodnata samo po na~inot na koj 
se presmetuvaat elementite na matricite na koeficientite na siste-
mite linearni ravenki od koi se presmetuvaat prirastite na nepozna-
tite fazni agli i prirastite na nepoznatite efektivni vrednosti na 
naponite. Poradi toa prvata modifikacija se narekuva i brz metod so 
razdvojuvawe − verzija XB, a vtorata modifikacija se narekuva brz me-
tod so razdvojuvawe − verzija BX. Dvete verzii se dobieni, glavno, po 
intuicija i so probawe. Poradi nivnata efikasnost, ovie metodi bile 
pove}e godini vo primena, iako ne postoelo solidno teoretsko obraz-
lo`enie za toa na {to se dol`i nivnata efikasnost. Takvoto obrazlo-
`enie e dadeno vo 1990 godina [16]. 

Vo ovoj oddel }e gi izlo`ime zaedni~kite karakteristiki na 
dvete verzii na brziot metod so razdvojuvawe, dodeka vo oddelite {to 
sledat }e bidat objasneti specifi~nostite na sekoja od verziite od-
delno. Pritoa, nema da davame pojasnenija kako se do{lo do ovie me-
todi, t.e. nema da navleguvame vo vrskata na ovie metodi so Wutn-
Rafsonoviot metod. Taa vrska }e bide obrazlo`ena vo oddelot 4.6.5. 

Iterativnata postapka kaj brziot metod so razdvojuvawe e mnogu 
sli~na na postapkata kaj Wutn-Rafsonoviot metod, pri {to razlikite 
se odnesuvaat na na~inot na organizacijata na presmetkite vo ramkite 
na edna iteracija. Spored brziot metod so razdvojuvawe vo sekoja ite-
racija treba da se re{at dva sistema linearni ravenki. Napi{ani vo 
matri~na forma, tie se: 

′ ⋅ =B P U∆ ∆θ , (4.126 a) 

′′ ⋅ =B U Q U∆ ∆ . (4.126 b) 

Kvadratnata matrica ′B , od ravenkata (4.126 a) ja ima istata di-
menzija kako i submatricata H  od jakobijanot kaj Wutn-Rafsonoviot 
metod. Spored toa, redot na matricata ′B  e ednakov na brojot na nepoz-
nati fazni agli na naponite na jazlite (t.e. na brojot na jazlite za koi 
e poznata injektiranata aktivna mo}nost). 

Vo ravenkata (4.126 a) matricata kolona ~ii elementi se priras-
tite na faznite agli na naponite e ista so soodvetnata submatrica 
{to se koristi kaj Wutn-Rafsonoviot metod, t.e. 
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Matrica kolona od desnata strana na ravenkata (4.126 a) e ozna~ena so 
∆P U . Taa oznaka ne ozna~uva matemati~ki operacii so vektori i tre-
ba da se razbere samo kako eden simbol so koj se ozna~uva slednava mat-
rica kolona: 

∆

∆
∆

∆

P U =



















− −

P U
P U

P Un n

1 1

2 2

1 1

 , 

pri {to ∆Pi  e razlikata pome|u zadadenata vrednost na injektiranata 
aktivna mo}nost vo jazolot i i nejzinata presmetana vrednost. Pri op-
redeluvaweto na presmetanite vrednosti na injektiranite mo}nosti se 
raboti so aktuelnite vrednosti na faznite agli i efektivnite vred-
nosti na naponite na jazlite i za taa cel se koristat istite ravenki 
kako i kaj Wutn-Rafsonoviot metod, t.e. 

( ) ( )

( ) ( )

∆P P P

P G U U U G B

i i i

i ii i i k ik ik ik ik
k i

= −

= − ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
∈
∑

dadena presmetana

dadena
2 cos sin  θ θ

α
.
 (4.127) 

Kvadratnata matrica ′′B , od sistemot ravenki (4.126 b), ja ima 
istata dimenzija kako i submatricata L  od jakobijanot kaj Wutn-Raf-
sonoviot metod, odnosno brojot na ravenki vo (4.126 b) e ednakov na 
brojot na nepoznati efektivni vrednosti na naponite na jazlite, od-
nosno na brojot na jazlite za koi e poznata injektiranata reaktivna 
mo}nost. Toj broj e ozna~en so q. 

Elementite na matricata kolona ∆U , od ravenkata (4.126 b), se 
prirastite na efektivnite vrednosti na naponite na jazlite, t.e. 
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Matricata kolona od desnata strana na ravenkata (4.126 b) e oz-
na~ena so ∆Q U . Taa oznaka ne ozna~uva matemati~ki operacii. Toa e 
op{toprifatena oznaka za slednava matrica kolona: 

∆

∆
∆

∆

Q U =





















Q U
Q U

Q Uq q

1 1

2 2  , 

kade {to razlikite pome|u zadadenite vrednosti na injektiranite re-
aktivni mo}nosti i nivnite presmetani vrednosti se presmetuvaat na 
ist na~in kako i kaj Wutn-Rafsonoviot metod, so pomo{ na ravenkata 
(4.128), t.e. 

( ) ( )

( ) ( )

∆Q Q Q

Q B U U U G B

i i i

i ii i i k ik ik ik ik
k i

= −

= + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅
∈
∑

dadena presmetana

dadena
2 sin cos  θ θ

α
.
(4.128) 

Pri taa presmetka se koristat vo toj moment aktuelnite vrednosti na 
faznite agli na naponite na jazlite i aktuelnite vrednosti na efek-
tivnite vrednosti tie naponite. 

Matricite ′B  i ′′B  se simetri~ni i so konstantni elementi. Za 
presmetka na vondijagonalnite elementi od matricata ′B  se koristi 
ravenkata: 

( )
′ =

−

′ +
= − ≠−

− −

B
X

R X
i j n i jij

i j

i j i j
2 2

1 1  ;      , , , ;  , (4.129) 

a za presmetka na vondijagonalnite elementi od matricite ′′B  se ko-
risti ravenkata: 



145 

( )
′′ =

−

′′ +
= ≠−

− −

B
X

R X
i j q i jij

i j

i j i j
2 2

1  ;      , , , ;  . (4.130) 

Vo ravenkite (4.129) i (4.130) parametrite ′−Ri j  i ′′−Ri j  me|usebno ne se 

ednakvi i vo razni verzii na metodot se razli~ni: 

• vo verzijata XB e ′ =−Ri j 0  i ′′ =− −R Ri j i j , a 

• vo verzijata BX e ′ =− −R Ri j i j  i ′′ =−Ri j 0 . 

Tuka, kako i porano, so Ri j−  i Xi j−  se ozna~eni nadol`nata ak-

tivna i reaktivna otpornost na ekvivalentnata granka, so koja se ekvi-
valentirani site granki {to direktno gi povrzuvaat jazlite i i j. 

Dijagonalnite elementi od matricata ′B  se opredeluvaat spored 
ravenkata: 

( )
′ =

′ +
= −−

− −=
≠

∑B
X

R X
i nii

i j

i j i jj
j i

n

2 2
1

1 1; , ,  ; (4.131) 

a dijagonalnite elementi od matricata ′′B  se opredeluvaat spored ra-
venkata: 

( )
′′ =

′′ +
− =−

− −
−

=
≠

∑B
X

R X
B i qii

i j

i j i j
i

j
j i

n

2 2 0
1

1; , , ; (4.132) 

kade{to so Bi−0  e ozna~ena sumata na susceptanciite na site napre~ni 

granki kaj jazolot i. Treba da se zabele`i deka, iako vo matricata ′B  ne 
se presmetuvaat redicata i kolonata {to odgovaraat na jazolot so po-
znat napon (pretpostaven deka ima reden broj n), pri presmetkata na 
dijagonalnite elementi za jazlite koi{to imaat direktna vrska so ja-
zolot n, tie vrski se zemaat predvid vo ravenkata (4.131). Analogno, vo 
matricata ′′B  ne se presmetuvaat elementite vo redicite i kolonite 
{to odgovaraat na jazlite so poznata efektivna vrednost na naponot 
(toa se jazlite so kontroliran napon i jazolot so poznat napon, t.e. jaz-
lite so redni broevi pogolemi od q). Me|utoa, grankite kon tie jazli 
se zemaat predvid pri presmetka na dijagonalnite elementi  so raven-
kata (4.132). 
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Kako {to mo`e da se zabele`i od ravenkata (4.131), pri formi-
raweto na matricata ′B  se zanemaruvaat napre~nite granki na site 
elementi. Pritoa transformatorite so nenominalen prenosen odnos 
(t.e. prenosen odnos razli~en od 1,0 per unit) mo`at da se tretiraat na 
dva na~ina: da se uva`i aktuelniot prenosen odnos ili parametrite na 
transformatorot da se presmetaat so prenosen odnos ednakov na 
edinica. Dosega{nite iskustva ne uka`uvaat deka nekoj od ovie dva 
na~ina ima bitna prednost pred drugiot. 

Pri presmetkata na elementite od matricata ′′B  treba da se za-
nemari vlijanieto na transformatorite so kompleksen prenosen od-
nos. Toa se transformatori kaj koi e mo`no, pokraj promenata na 
efektivnata vrednost na naponot na sekundarot, da se vlijae i vrz pro-
menata na fazniot agol na naponot (t.n. phase shifters). Transformato-
rite so realen prenosen odnos se pretstavuvaat so π-ekvivalentnite 
{emi kako na slikata 4.4. 

Bidej}i tretmanot na transformatorite so nenominalen preno-
sen odnos pri formiraweto na matricata ′B  ne vlijae vrz iterativni-
ot proces, sosema e seedno koj od navedenite na~ini }e bide upotreben. 
Sepak se ~ini deka, ako takvite transformatori se tretiraat kako da 
imaat prenosen odnos ednakov na 1,0 per unit, organizacijata na pre-
smetkite mo`e da se poednostavi vo slu~aite koga so iterativnata po-
stapka treba da se simuliraat i sistemi vo koi postojat transforma-
tori so avtomatska regulacija na naponot pod optovaruvawe. Vo toj 
slu~aj, promenata na prenosniot odnos na tie transfomatori ne uslo-
vuva promeni vo matricata ′B , odnosno vo nejzinite faktori, ako za 
re{avawe na (4.126 a) se primenuva metodot so faktorizacija na matri-
cata ′B . 

Od ravenkite (4.129) do (4.132) mo`e da se zaklu~i deka, vo slu-
~aite koga nema induktivno spregnati granki, na~inot na formirawe 
na matricite ′B  i ′′B  e mnogu sli~en na na~inot na koj se formira 
matricata na admitanciite na sistemot. Poradi toa, vo mnogu slu~ai e 
prakti~no matricite ′B  i ′′B  da se formiraat paralelno so matrica-
ta Y . Bidej}i matricite ′B  i ′′B  se konstantni i simetri~ni, prak-
ti~no e vedna{ po nivnoto formirawe da se opredelat nivnite matri-
ci faktori (kako vo oddelot A4, od Dodatokot A) i tie da se koristat 
pri re{avawe na (4.126 a) i (4.126 b). 

Potoa, pred da zapo~ne iterativnoto presmetuvawe na naponite 
na jazlite, se usvojuvaat po~etni vrednosti na faznite agli i modulite 
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na naponite na jazlite. Toa se pravi na ist na~in kako i kaj Wutn-Raf-
sonoviot metod. 

Vo brziot metod so razdvojuvawe presmetkite vo ramkite na edna 
iteracija se organizirani vo forma na dve poluiteracii. Vo prvata 
poluiteracija so re{avawe na ravenkata (4.126 a) se opredeluvaat pri-
rastite na nepoznatite fazni agli. Vo po~etokot na prvata poluitera-
cija, otkako so (4.127) }e se presmetaat razlikite pome|u dadenite i 
presmetanite injektirani aktivni mo}nosti, se proveruva dali e is-
polnet prviot uslov za zavr{uvawe na iterativniot proces: 

{ }
i n

Pi= −
≤

1 1, ,
max ∆ ε  . (4.133 a) 

Ako e ispolnet uslovot (4.133 a), so pomo{ na (4.128) se presme-
tuvaat razlikite pome|u dadenite i presmetanite injektirani reak-
tivni mo}nosti vo jazlite i se proveruva dali e ispolnet vtoriot us-
lov za zavr{uvawe na iterativniot proces: 

{ }
i q

Qi=
≤

1, ,
max ∆ ε  . (4.133 b) 

Vo relaciite (4.133 a) i (4.133 b) so ε e ozna~ena zadadenata toleranci-
ja, ~ie zna~ewe e isto kako i kaj Wutn-Rafsonoviot metod. 

Dokolku se ispolneti i uslovot (4.133 a) i uslovot (4.133 b), ite-
rativnata postapka zavr{uva na po~etokot na prvata poluiteracija. 
Ako uslovot (4.133 a) ne e ispolnet, ili uslovot (4.133 a) e ispolnet, a 
ne e ispolnet uslovot (4.133 b), se prodol`uva so presmetkite od prva-
ta poluiteracija, t.e. so re{avawe na sistemot ravenki (4.126 a) i pre-
smetka na prirastite na faznite agli. 

Da zabele`ime u{te edna{ deka pri presmetkata na razlikite 
na injektiranite aktivni mo}nosti i injektiranite reaktivni mo}nos-
ti, vo ravenkite (4.127) i (4.128) se koristat tekovnite (aktuelnite) 
vrednosti na faznite agli i modulite na naponite. 

Potoa, presmetanite prirasti na nepoznatite fazni agli na na-
ponite se dodavaat kon aktuelnite vrednosti na soodvetnite fazni ag-
li, pri {to se dobivaat novi vrednosti na tie agli. Taka, vo iteracija-
ta ν + 1 , mo`e da se napi{e: 
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θ θ θ

θ θ θ

θ θ θ

ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( +1) ( ) ( )
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( +1) ( ) ( ) .
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= +

= +− − −

∆

∆

∆n n n

 

So presmetkata na faznite agli zavr{uva prvata poluiteracija 
od tekovnata iteracija. Na po~etokot na vtorata poluiteracija, naj-
napred, so pomo{ na (4.128), se presmetuvaat razlikite pome|u zadade-
nite injektirani reaktivni mo}nosti vo jazlite i nivnite presmetani 
vrednosti. Potoa se proveruva dali e zadovolena relacijata (4.133 b). 
Ako taa ne e zadovolena, se preminuva na vtorata poluiteracija. Do-
kolku relacijata (4.133 b) e zadovolena, se preminuva kon presmetka na 
razlikite pome|u zadadenite injektirani aktivni mo}nosti vo jazlite 
i nivnite presmetani vrednosti. Potoa se proveruva dali e zadovolena 
relacijata (4.133 a). Ako i relacijata (4.133 a) e zadovolena, procesot 
na iterativnoto presmetuvawe se zapira i aktuelnite vrednosti na 
faznite agli i modulite na naponite na jazlite se smetaat za baranoto 
re{enie. 

Dokolku ne postojat uslovi za zavr{uvawe na iterativniot pro-
ces, t.e. dokolku ne e ispolnet uslovot (4.133 b), ili uslovot (4.133 b) e 
ispolnet, a ne e ispolnet uslovot (4.133 a), procesot na iterativnoto 
presmetuvawe prodol`uva so presmetkite od vtorata poluiteracija. 

Vo vtorata poluiteracija se presmetuvaat prirastite na nepo-
znatite efektivni vrednosti na naponite. Za taa cel se koristi 
(4.126 b). Otkako vo vtorata poluiteracija na iteracijata ν + 1 , so re-
{avawe na ravenkata (4.126 b), se opredelat prirastite na nepoznatite 
efektivni vrednosti na naponite na jazlite, tie se dodavaat kon aktu-
elnite vrednosti na soodvetnite efektivni vrednosti na naponite na 
jazlite. Na toj na~in, za novite efektivni vrednosti na naponite na 
jazlite mo`e da se napi{e: 

U U U

U U U

U U Un n n

1 1 1

2 2 2

1 1 1

( +1) ( ) ( )

( +1) ( ) ( )

( +1) ( ) ( ) .

ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

= +

= +

= +− − −

∆

∆

∆

 

So presmetkata na efektivnite vrednosti na naponite vo jazli-
te zavr{uva vtorata poluiteracija. Postapkata prodol`uva so sledna-
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ta iteracija. Iterativniot proces prodol`uva sÚ dodeka ne bidat is-
polneti uslovite (4.133). 

Tekot na presmetkite vo brziot metod so razdvojuvawe e prika-
`an na blok-dijagramot na slikata 4.16. Od dijagramot se gleda deka 
iterativnata postapka mo`e da zavr{i i pred zavr{uvaweto na itera-
cijata, t.e. na po~etokot na vtorata poluiteracija, dokolku toga{ se za-
dovoleni uslovite (4.133 a) i (4.133 b). Taa iteracija se smeta za polo-
vina iteracija, taka {to, vo toj slu~aj, vkupniot broj na iteracii ne e 
cel broj (t.e. sumata na poluiteraciite za presmetka na faznite agli i 
poluiteraciite za presmetka na efektivnite vrednosti e neparen 
broj). 

4.6.2. Specifi~nosti na verzijata XB 

Za vreme od edna i pol decenija po nejzinoto objavuvawe, verzi-
jata XB bila edinstvenata poznata verzija na brziot metod so razdvo-
juvawe i vo stru~nata i nau~nata literatura bila ednostavno referen-
cirana kako brz metod so razdvojuvawe. Karakteristi~no za ovaa verzi-
ja e toa {to pri formiraweto na matricata ′B  se zanemaruvaat kako 
napre~nite granki taka i nadol`nite aktivni otpornosti na grankite. 
Vondijagonalnite elementi od matricata ′B  se presmetuvaat spored 
ravenkata (4.129), zemaj}i vo nea deka e ′ =−Ri j 0 . Taka dobivame: 

′ = − = − ≠
−

B X i j n j iij
i j

1 1 1; , , , ; . (4.134 a) 

Ako e poznata matricata na admitancii na sistemot i ako pri 
formiraweto na matricata ′B  sakame da gi uva`ime aktuelnite pre-
nosni odnosi na transformatorite so nenominalen prenosen odnos, 
nenultite vondijagonalni elementi od matricata ′B  mo`at da se pre-
smetaat i so ravenkata [24]: 

′ = − −B B
G
Bij ij

ij

ij

2
 , (4.134 b) 

kade {to Gij  i Bij  se realniot i imaginarniot del na soodvetniot ele-

ment na kompleksnata matrica na admitanciite na sistemot. 
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Slika 4.16  Blok-dijagram na postapkata spored brziot metod so razdvojuvawe 
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Dijagonalnite elementi od matricata ′B  gi presmetuvame so po-
mo{ na ravenkata (4.131), zemaj}i vo nea deka e ′ =−Ri j 0 . Taka dobivame: 

′ = = −
−=

≠

∑B X i nii
i jj

j i

n 1 1 1
1

; , , . (4.135) 

Elementite na matricata ′′B  se opredeluvaat so pomo{ na ra-
venkite (4.130) i (4.132), zemaj}i vo niv deka e ′′ =− −R Ri j i j . Spored toa, 

vo ovaa verzija na brziot metod so razdvojuvawe, elementite od matri-
cata ′′B  se sprotivni na imaginarnite delovi na soodvetnite elementi 
od kompleksnata matrica na admitancii na sistemot. Ako pretpostavi-
me deka numeracijata na jazlite e napravena taka {to jazolot so poznat 
napon go ima redniot broj n, i ako prvite q redni broevi se dodeleni na 
jazlite za koi e poznata injektiranata reaktivna mo}nost, toga{ va`i 
ravenstvoto: 

′′ = − =B B i j qij ij ; , , ,1 . (4.136) 

4.6.3. Specifi~nosti na verzijata BX 

Verzijata BX na brziot metod so razdvojuvawe se razlikuva od 
verzijata XB po na~inot na koj se presmetuvaat elementite na  matri-
cite ′B  i ′′B . Vo verzijata BX elementite na matricata ′B  pak se 
presmetuvaat so pomo{ na (4.129) i (4.131), no vo tie ravenki se zema 

′ =− −R Ri j i j . Spored toa, od ravenkata (4.129) za vondijagonalnite ele-

menti od matricata ′B  sleduva: 

′ = − = − ≠B B i j n j iij ij; , , , ;1 1 . (4.137) 

Kako {to se gleda od ravenkata (4.137), ako pri formiraweto na mat-
ricata ′B  sakame da gi uva`ime aktuelnite prenosni odnosi na trans-
formatorite so nenominalen prenosen odnos, vondijagonalnite ele-
menti na taa matrica }e bidat sprotivni na soodvetnite elementi od 
imaginarniot del na kompleksnata matrica Y . 

Zemaj}i pak deka e ′ =− −R Ri j i j , od ravenkata (4.131) za dijagonal-

nite elementi na matricata ′B  sleduva: 
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′ =
+

= = −−

− −=
≠

=
≠

∑ ∑B
X

R X
B i nii

i j

i j i jj
j i

n

ij
j
j i

n

2 2
1 1

1 1; , , . (4.138) 

Od ravenkata (4.138) proizleguva deka dijagonalniot element vo redi-
cata i mo`e da se presmeta kako sprotivna suma na vondijagonalnite 
elementi vo redicata i od imaginarniot del od matricata na admitan-
cii na sistemot. Treba da se zabele`i deka vo sumata se zema i ele-
mentot vo kolonata {to odgovara na jazolot so poznat napon, vo ovoj 
slu~aj pretpostaven so reden broj n. 

Ravenkite za presmetuvawe na elementite od matricata ′′B  se 
dobivaat od ravenkite (4.130) i (4.132) koga vo niv se zeme ′′ =−Ri j 0 . 

Taka, od ravenkata (4.130) sleduva: 

′′ = − = ≠
−

B X i j q j iij
i j

1 1; , , , ; ; (4.139 a) 

{to e identi~no so: 

′′ = − − = ≠B B
G
B i j q j iij ij

ij

ij

2
1; , , , ;  . (4.139 b) 

kade {to Gij  i Bij  se realniot i imaginarniot del na soodvetniot ele-

ment na kompleksnata matrica na admitanciite na sistemot. Dodeka od 
ravenkata (4.132) sleduva: 

′′ = − =
−=

≠

−∑B X B i qii
i jj

j i

n

i
1 1

1
0; , ,  . (4.140) 

4.6.4. Karakteristiki na brziot metod so razdvojuvawe 

Poradi svoite dobri osobini brziot metod so razdvojuvawe − 
verzija XB, nabrgu po objavuvaweto stanal eden od najkoristenite me-
todi za presmetka na naponi vo elektroenergetskite sistemi. No na-
polno ne go istisnal Wutn-Rafsonoviot metod. Najmnogu poradi toa 
{to se konstatirani slu~ai {to mo`at da se re{at so Wutn-Rafsono-
viot metod, no ne mo`at da se re{at so verzijata XB na brziot metod so 
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razdvojuvawe, ili pak za re{avaweto e potrebeno zna~itelno pogolemo 
kompjutersko vreme. 

Vo opi{aniot oblik, brziot metod so razdvojuvawe − verzija XB 
e pobrz od Wutn-Rafsonoviot metod vo slu~aite koga kaj site elementi 
na sistemot odnosot pome|u aktivnata i reaktivnata otpornost ne e 
zna~itelno pogolem od edinica. Me|utoa, ako vo mre`ata postoi naj-
malku edna granka kaj koja odnosot pome|u aktivnata i reaktivnata ot-
pornost e dovolno pogolem od edinica, ovoj metod ne samo {to mo`e da 
bide pobaven od Wutn-Rafsonoviot metod tuku mo`e i da divergira. 

Skratuvaweto na vremeto na presmetkite kaj brziot metod so 
razdvojuvawe (i vo dvete verzii) e posledica na toa {to, vo sekoja ite-
racija, namesto da se re{ava sistem od n q− +1  linearni ravenki, se 
re{ava eden sistem od n − 1  ravenka i eden sistem od q ravenki. Ako se 
ima predvid deka za re{avawe na eden sistem linearni ravenki e po-
trebno da se izvedat presmetkovni operacii ~ij broj e proporcionalen 
na tretiot stepen na brojot na ravenkite, sosema e razbirliva prednos-
ta na brziot metod so razdvojuvawe. Osven toa, kako vo sistemot so 
n − 1  ravenka taka i vo sistemot so q ravenki elementite na matricite 

′B  i ′′B  ne se menuvaat od iteracija vo iteracija. Nepromenlivosta na 
elementite na tie matrici  ovozmo`uva nivnata faktorizacija (spored 
postapkata izlo`ena vo Dodatokot A) da se napravi samo edna{, a ne 
vo sekoja iteracija. Poradi toa, iako, naj~esto, so brziot metod so raz-
dvojuvawe e potrebno da se napravat pove}e iteracii otkolku so Wutn-
Rafsonoviot metod, vkupnoto vreme potrebno za dobivawe na baranoto 
re{enie e pokratko. 

Postoi u{te edna zna~ajna razlika pome|u Wutn-Rafsonoviot 
metod i brziot metod so razdvojuvawe. Vo sekoja iteracija na Wutn-
Rafsonoviot metod elementite na jakobijanot, kako i na matricite ∆P  
i ∆Q  od matemati~kiot model (4.87), se presmetuvaat so vrednostite 
na nepoznatite (t.e. faznite agli i efektivnite vrednosti na naponite 
na jazlite) {to se dobieni vo prethodnata iteracija. I od istiot sis-
tem ravenki se opredeluvat prirastite na site nepoznati. Me|utoa, kaj 
brziot metod so razdvojuvawe presmetkite vo edna iteracija se razde-
leni na dva dela, t.e. na dve poluiteracii. Vo prvata poluiteracija se 
presmetuvaat novite vrednosti na faznite agli na naponite. Novopre-
smetanite vrednosti na faznite agli se koristat vo vtorata poluite-
racija (na istata iteracija) pri presmetka na razlikite pome|u zadade-
nite injektirani reaktivni mo}nosti i soodvetnite presmetani vred-
nosti na tie mo}nosti. Taka presmetanite razliki se koristat za opre-
deluvawe na matricata kolona na desnata strana na ravenkata (4.126 b), 
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so ~ie re{avawe se opredeluvaat prirastite na efektivnite vrednos-
ti na nepoznatite naponi na jazlite. Zna~i, novopresmetanite fazni 
agli na naponite se koristat za natamo{nite presmetki vo istata ite-
racija vo koja i samite se presmetani. 

Od prethodnite oddeli e o~igledno deka razlikata pome|u dvete 
verzii na brziot metod so razdvojuvawe se odnesuva na tretmanot na na-
dol`nata aktivna otpornost na elementite pri presmetka na elemen-
tite na matricite ′B  i ′′B . Mo`ebi, na prv pogled, se ~ini deka razli-
kata pome|u verzijata XB i verzijata BX e bez zna~enie. No ne e. Za 
ilustracija na taa razlika mo`at da poslu`at rezultatite navedeni vo 
tabelite 4.6 i 4.7. Tie rezultati se dobieni za standardnite test- 
sistemi na Zdru`enieto na in`eneri po elektrotehnika i elektronika 
IEEE (The Institute of Electrical and Electronic Engineers, Inc.). Podatocite za 
tie sistemi se dadeni vo Dodatokot B. Rezultatite vo tabelata 4.6 se 
odnesuvaat na osnovnite slu~ai, t.e. na sistemite kako {to se dadeni. 
Pritoa najgolemite odnosi pome|u aktivnite i reaktivnite otpornos-
ti na nadol`nite granki se: 1,105 − za sistemot so 14 jazli, 1,107 − za 
sistemot so 30 jazli, 1,089 − za sistemot so 57 jazli i 0,640 − za siste-
mot so 118 jazli. Rezultatite vo tabelata 4.7 se odnesuvaat na sistemi-
te kaj koi aktivnite otpornosti na site nadol`ni granki se tri pati 
pogolemi otkolku vo osnovniot slu~aj. 

Tabela 4.6  Rezultati za osnovnite slu~ai 

Broj na Broj na iteracii (ε = 0,0001 per unit) 
jazli vo mre`ata Wutn-Rafsonov  Brz metod so razdvojuvawe 

 metod Verzija XB  Verzija BX 

14 3 4 4,5 
30 3 3,5 4,5 
57 3 4,5 4,5 

118 3 4,5 4,5 

 

Tabela 4.7   Rezultati pri trojno pogolemi aktivni otpornosti 

Broj na Broj na iteracii (ε = 0,0001 per unit) 
jazli vo mre`ata Wutn-Rafsonov  Brz metod so razdvojuvawe 

 metod Verzija XB  Verzija BX 

14 3 17,5 6,5 
30 4 19,5 7 
57 3 14,5 9,5 

118 4 19,5 7 
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Od tabelite 4.6 i 4.7 se gleda deka pri analiza na osnovnite slu-
~ai verzijata BX zna~itelno ne zaostanuva zad verzijata XB, no zna~i-
telno e podobra koga vo mre`ata postojat elementi so pogolem odnos 
pome|u aktivnata i reaktivnata otpornost. 

4.6.5. Vrska pome|u Wutn-Rafsonoviot metod                              
i brziot metod so razdvojuvawe 

Ni so pojavata na verzijata BX ne e dobieno objasnenie za efi-
kasnosta na brziot metod so razdvojuvawe. Zasega najdobro obrazlo`e-
nie e dadeno vo 1990 godina [16]. Nakuso }e gi izlo`ime osnovnite idei 
na toa obrazlo`enie. 

Matemati~kiot model spored Wutn-Rafsonoviot metod, napi-
{an vo vid na matri~nata ravenka (4.87), mo`e da se napi{e vo forma 
na slednive dve matri~ni ravenki: 

H N U P⋅ + ⋅ =∆ ∆ ∆θ  (4.141) 

M L U Q⋅ + ⋅ =∆ ∆ ∆θ . (4.142) 

Mno`ej}i ja ravenkata (4.141) matri~no odlevo so M H⋅ −1  i odzemaj}i 
ja od ravenkata (4.142), ja dobivame ravenkata: 

L U Q M H Pekv. ⋅ = − ⋅ ⋅−∆ ∆ ∆1 , (4.143) 

kade {to e: 

L L M H Nekv. = − ⋅ ⋅−1 . (4.144) 

Ravenkite (4.141) i (4.143) formiraat sistem linearni ravenki. 
Matri~nata forma na toj sistem e: 

H N
L U

P
Q M H P0 1

ekv.









 ⋅ 






 =

− ⋅ ⋅








−

∆
∆

∆
∆ ∆

θ
 . (4.145) 

So analogna postapka, mno`ej}i ja ravenkata (4.142) matri~no 
odlevo so N L⋅ −1  i odzemaj}i ja od prvata ravenka, ja dobivame raven-
kata: 

H P N L Qekv. ⋅ = − ⋅ ⋅−∆ ∆ ∆θ 1 , (4.146) 
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kade {to e: 

H H N L Mekv. = − ⋅ ⋅−1 . (4.147) 

Ravenkite (4.146) i (4.142) obrazuvaat sistem linearni ravenki 
{to mo`e da se napi{e vo slednava matri~na forma: 

H
M L U

P N L Q
Q

ekv. 0 1







 ⋅ 






 = − ⋅ ⋅









−∆
∆

∆ ∆
∆

θ
. (4.148) 

Ako funkciite ∆P  i ∆Q  se razvijat vo Tejlorov red, zanemaru-
vaj}i gi ~lenovite so prirastite na stepen dva i povisok, proizleguva 
deka e: 

( ) ( )∆ ∆ ∆ ∆P U L Q P U N L Qθ θ, , + ≈ − ⋅ ⋅− −1 1  (4.149) 

i 

( ) ( )∆ ∆ ∆ ∆Q U H P Q U M H P, ,  θ θ+ ≈ − ⋅ ⋅− −1 1 . (4.150) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (4.149) i (4.150), ravenkite (4.145) i 
(4.148) mo`at da se napi{at vo slednava forma: 

 ( )
H N

L U

P
Q H P U0 1

ekv.









 ⋅ 






 = +













−
∆
∆

∆
∆ ∆

θ
θ ,   (4.151) 

i 

( )H
M L U

P U L Q
Q

ekv. 0 1







 ⋅ 






 = +











−∆
∆

∆ ∆
∆

θ θ,  . (4.152) 

Najnapred, da go razgledame re{avaweto na sistemot ravenki 
sostaven od ravenkite (4.141) i (4.142), odnosno so matri~nata ravenka 
(4.151). 

So mno`ewe na ravenkata (4.141) matri~no odlevo so matricata 
H−1 , po sreduvaweto, dobivame: 
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∆ ∆ ∆θ = ⋅ − ⋅ ⋅− −H P H N U1 1 . (4.153) 

Vrz osnova na ravenkata (4.153), vo iteracijata ν + 1 , prirastite na 
faznite agli mo`at da se pretstavat kako suma na dve komponenti: 

( )∆ ∆ ∆ ∆ ∆θ θ θ θ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ν ν ν ν ν ν= + = ⋅ − ⋅ ⋅− −
H N H P U H N U1 1 .(4.154) 

Od ravenkata (4.154) najnapred se presmetuva: 

( )∆ ∆θ θH
( ) ( ) ( ),ν ν ν= ⋅−H P U1  (4.155) 

i  

( )θ θ θ θ θpom.
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ν ν ν ν ν ν+ −= + = + ⋅1 1∆ ∆H H P U  . (4.156) 

So vrednostite na θ ν
pom.
( )+1  i U( )ν , koristej}i gi ravenkite (4.150) 

i (4.156),  se dobiva: 

( ) ( )
( ) ( )

∆ ∆ ∆

∆ ∆

Q U Q U

Q U M H P U

θ θ θ

θ θ

pom.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, ,

, ,

ν ν ν ν ν

ν ν ν ν

+

−

= +

≈ − ⋅ ⋅

1

1

H

.
 (4.157) 

Ravenkata (4.157) dava mo`nost za racionalno opredeluvawe na 
prirastite na efektivnite vrednosti na naponite. Ednostavno, od ra-
venkata (4.151), imaj}i ja predvid ravenkata (4.157), sleduva: 

( )∆ ∆U L Q U( ) ( ) ( ),ν ν ν= ⋅− +
ekv. pom.

1 1θ . (4.158) 

Novite naponi se: 

∆ ∆U U U( ) ( ) ( )ν ν ν+ = +1 .  

Na krajot na iteracijata se presmetuva: 

∆ ∆θ N
( ) ( )ν ν= − ⋅ ⋅−H N U1  (4.159) 

i  

θ θ θ( ) ( ) ( )ν ν ν+ += +1 1
pom. ∆ N . (4.160) 
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Na po~etokot na slednata iteracija se presmetuva: 

( )∆ ∆θ θH
( ) ( ) ( ),ν ν ν+ − + += ⋅1 1 1 1H P U  (4.161) 

i 

θ θ θpom.
( ) ( ) ( )ν ν ν+ + += +2 1 1∆ H . (4.162) 

So sobirawe na dvete posledovatelni korekcii na faznite agli, 
opredeleni so ravenkite (4.159) i (4.161), dobivame: 

( )[ ]∆ ∆ ∆ ∆θ θ θN H
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ν ν ν ν ν+ = ⋅ − ⋅+ − + +1 1 1 1H P U N U . (4.163) 

So razvivawe vo Tejlorov red na funkcijata ( )∆P Uθ ( ) ( ),ν ν+ +1 1 , 

imaj}i ja predvid ravenkata (4.160), dobivame: 

( ) ( )
( )

∆ ∆ ∆

∆ ∆

P U P U

P U H

θ θ θ

θ θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

, .

ν ν ν ν ν

ν ν ν

+ + + +

+ +

= +

≈ − ⋅

1 1 1 1

1 1

pom.

pom.

N

N

 
 (4.164) 

Ako ravenkata (4.159) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
H, dobivame: 

H H H N U N U⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ = − ⋅−∆ ∆ ∆θ N
( ) ( ) ( )( )ν ν ν1 . (4.165) 

Od ravenkite (4.164) i (4.165) sleduva: 

( ) ( )
( ) ( )
( )

∆ ∆ ∆

∆ ∆

∆ ∆

P U P U H

P U N U

P U N U

θ θ θ

θ

θ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

, ,

,

,

ν ν ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

+ + + +

+ +

+ +

≈ − ⋅

= − − ⋅

= + ⋅

1 1 1 1

1 1

1 1

pom.

pom.

pom.

N

.

 (4.166) 

Vrz osnova na ravenkata (4.166), ravenkata (4.163) mo`e da se 
napi{e vo vid: 
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( )∆ ∆ ∆θ θ θN H
( ) ( ) ( ) ( ),ν ν ν ν+ = ⋅+ − + +1 1 1 1H P Upom. . (4.167) 

Ova objasnuva zo{to primenetiot algoritam e efikasen. Kako 
{to se gleda, ne e neophodno vo istata iteracija da se presmetuvaat 
dvete korekcii na faznite agli, tuku samo ednata.  

Zna~i, vo prvata poluiteracija so re{avawe na ravenkata (4.155) 
se opredeluvaat prirastite na faznite agli, a potoa, vo vtorata polu-
iteracija, so re{avawe na ravenkata (4.158) se opredeluvaat prirasti-
te na efektivnite vrednosti na naponite. 

Taka, sistemot (4.151) prakti~no e razdvoen na dva potsistema 
{to se re{avaat oddelno. No, so postapkata na opredeluvaweto na des-
nite strani na tie ravenki se uva`uva nivnata me|usebna zavisnost. 

Izlo`enoto uka`uva na opravdanosta od sukcesivno re{avawe 
na potsistemite ravenki od (4.151), na opi{aniot na~in. Toa e obraz-
lo`enie na mo`nosta da se koristat t.n. metodi so razdvojuvawe. Za-
slu`uva da se zabele`i deka pri dosega{noto obrazlo`uvawe ne se vo-
vedeni dopolnitelni pretpostavki. 

Ostanuva u{te da se razgledaat matricite H i Lekv. . Spored toa 
kako se definirani, elementite na ovie matrici ne se konstantni. Ako 
pri opredeluvaweto na elementite na matricata H vo ravenkata (4.100) 
se zamenat pojdovnite vrednosti na nepoznatite: 

U U

i k n

i k

i k

= =
= =
=

1
0

1

per unit
θ θ
, , ,

 

}e se dobie: 

H Bik ik= − . 

Toa zna~i deka kako elementi na matricata H mo`at da se zemat sood-
vetni elementi na matricata { }B Y= Im , no so promenet znak. Praksata 

poka`ala deka takvata aproksimacija, naj~esto, obezbeduva procesot na 
presmetkata da bide efikasen. 

[to se odnesuva do matricata Lekv. , mo`e da se poka`e deka za 
radijalni mre`i, kako i za neradijalni homogeni mre`i, dobra aprok-
simacija se dobiva ako se zeme [16]: 



160 

L
X

L
X

ik
i k

ii
i kk i

= −

=

−

−∈
∑

1

1

α
.
 

No, primenata na vakvata aproksimacija poka`ala dobri rezul-
tati i vo slu~ai na nehomogeni mre`i. 

Na ovoj na~in e poka`ana vrskata pome|u Wutn-Rafsonoviot me-
tod i brziot metod so razdvojuvawe − verzija BX. So analogna postapka, 
trgnuvaj}i od sistemot (4.152), mo`e da se dojde do postapkata koja e 
nare~ena dualen metod. Toj metod malku se razlikuva od brziot metod 
so razdvojuvawe − verzija XB. Na~inot na formiraweto na matricite 
na koeficientite na sistemite linearni ravenki, od koi se opredelu-
vaat nepoznatite, e ist vo dvata metoda. Razlikata pome|u ovie dva me-
toda e vo toa {to kaj verzijata XB vo prvata poluiteracija se presme-
tuvaat prirastite na faznite agli, a vo vtorata poluiteracija se pre-
smetuvaat prirastite na efektivnite vrednosti na naponite, dodeka 
kaj dualniot metod vo prvata poluiteracija se presmetuvaat prirasti-
te na efektivnite vrednosti na naponite, a vo vtorata poluiteracija 
se presmetuvaat prirastite na faznite agli na naponite. Testovite 
poka`ale deka samo vo nekoi slu~ai dualniot metod ima sosema mala 
prednost pred brziot metod so razdvojuvawe − verzija XB. 

Me|utoa, nitu vo [16] nema objasnenie zo{to vo ravenkata 
(4.126 a) treba da se zeme ∆P U , namesto ∆P , i zo{to vo ravenkata 
(4.126 b) treba da se zeme ∆Q U , namesto ∆Q . Navedeno e samo deka 
brojnite testovi poka`ale deka taka e podobro. 

4.6.6. Primer na presmetka spored verzijata HV  
na brziot metod so razdvojuvawe za sistem  
bez jazli so kontroliran napon 

Da se re{i primerot 4.4.4 so pomo{ na verzijata HV na brziot 
metod so razdvojuvawe. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na 
naponite da se prekrati vo iteracijata vo koja presmetanite injekti-
rani aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od niv-
nite zadadeni vrednosti za pomalku od 0,1 MW, odnosno 0,1 Mvar. 
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R e { e n i e :  

Presmetkite }e gi sprovedeme vo edini~ni vrednosti, zaradi 
{to }e usvoime bazna mo}nost od 100 MVA i bazen napon 110 kV. Mat-
ricata na admitancii na sistemot be{e opredelena vo primerot 4.4.4 i 
vo edini~ni vrednosti taa e: 

Y =
− − + − +

− + − − +
− + − + −

















3 00 6 96 2 00 4 00 100 3 00
2 00 4 00 4 00 9 97 2 00 6 00
100 3 00 2 00 6 00 3 00 8 97

, , , , , ,
, , , , , ,
, , , , , ,

j j j
j j j
j j j

 . 

Potoa pristapuvame kon formirawe na matricite ′B  i ′′B . 

Vo razgleduvaniot sistem ima dva nepoznati fazni agli na napo-
nite i matricata ′B  e so dimenzija 2 2× . Bidej}i vo dadeniot primer 
nema jazli so kontroliran napon, i matricata ′′B  }e ima ista dimenzi-
ja kako i matricata ′B . 

Pri formiraweto na matricata ′B  vo verzijata HV }e gi koris-
time ravenkite (4.134 a), (4.134 b) i (4.135). Taka, na primer, za jazolot 1 
se povrzani grankite 1−2 i 1−3 i za soodvetniot dijagonalen element, 
spored (4.135), sleduva: 

′ = ⋅ +



 =B11

2110
100

1
24 2

1
36 3 8 333333, , ,  per unit  . 

Analogno na prethodnoto, bidej}i jazolot 2 e povrzan so jazlite 
1 i 3, za soodvetniot dijagonalen element od matricata ′B  dobivame: 

′ = + = + =
− −

B Z
X

Z
X22

1 2 2 3

121
24 2

121
1815 1166667bazna bazna

, , ,  per unit  . 

Vondijagonalnite elementi od matricata ′B  mo`eme da gi pre-
smetame ili so pomo{ na (4.134 a): 

′ = ′ = − = − = −
−

B B
Z
X12 21

1 2

121
24 2

5 0bazna
,

,   per unit 

ili so pomo{ na (4.134 b): 

( )′ = ′ = − − = − − −
− = −B B B G

B12 21 12
12
2

12

2
4 0 2 0

4 0 5 0, ,
, ,  per unit  , 

kade {to so G12  i B12  se ozna~eni realniot i imaginarniot del na ele-
mentot Y12 . 
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Vo verzijata HV na brziot metod so razdvojuvawe elementite na 
matricata ′′B  se sprotivni na soodvetnite elementi od imaginarniot 
del od matricata Y . Pritoa, od matricata na admitancii se izostavu-
vaat redicite i kolonite {to odgovaraat na jazlite za koi e poznata 
efektivnata vrednost na naponot (t.e. jazli so kontroliran napon i ja-
zolot so poznat napon). 

Za dadeniot sistem matricite ′B  i ′′B  se: 

′ =
−

−








B

8 333333 5 000000
5 000000 1166667
, ,
, ,

    i   ′′ =
−

−








B

6 960000 4 000000
4 000000 9 970000
, ,
, ,

 . 

Bidej}i matricite ′B  i ′′B  ne se menuvaat vo tekot na iterativ-
niot proces i se simetri~ni, sistemite na linearni ravenki (4.126 a) i 
(4.126 b) }e gi re{avame so pomo{ na metodot so faktorizacijata 
LDLT  (videte Dodatok A). 

Najnapred gi opredeluvame faktorite na matricata ′B . Spored 
(A.54) i (A.55) elementite od prvata kolona na matricite ′L  i ′D  se: 

′ = ′ =d B11 11 8 333333,  , 

′ =
′
′ = − = −l B

d21
21
11

5 0
8 333333 0 600000,
, ,  ,  

kade {to so ′lij , ′dij  i ′Bij  se ozna~eni soodvetnite elementi od matri-

cite ′L , ′D  i ′B . 

Potoa se presmetuva vtorata kolona od matricata ′D , odnosno 
elementot d22 : 

( )′ = ′ − ′ ⋅ ′ = − ⋅ − =d B d l22 22 11 21
2 21166667 8 333333 0 6 8 666667, , , ,  . 

Na identi~en na~in, za elementite na faktorite na matricata 
′′B  presmetuvame: 

′′ = ′′ =d B11 11 6 96,  , 

′′ =
′′
′′ = − = −l B

d21
21
11

4 0
6 96 0 5747126,
, ,  ,  

( )′′ = ′′ − ′′ ⋅ ′′ = − ⋅ − =d B d l22 22 11 21
2 29 97 6 96 0 5747126 7 671150, , , ,  , 
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kade so ′′lij , ′′dij  i ′′Bij  se ozna~eni soodvetnite elementi od matricite 

′′L , ′′D  i ′′B . 

Kone~no, faktorite na matricite ′B  i ′′B  se: 

′ =
−








L

1 0
0 6 1,

 ,    ′ = 







D

8 333333 0
0 8 666667

,
,

 , 

′′ =
−








L

1 0
0 5747126 1,

 ,    ′′ = 







D

6 96 0
0 7 671150
,

,
 . 

Potoa mo`e da se pristapi kon iterativnata presmetka na napo-
nite. Na po~etokot na iterativniot proces gi usvojuvame po~etnite 
vrednosti na faznite agli i modulite na naponite. 

Naponot vo jazolot 3 e ednakov na: 

U e3
01133 0 103= + = ⋅, ,j

110  per unitj  , 

dodeka za naponite vo ostanatite jazli, na po~etokot na prvata itera-
cija, pretpostavuvame ìramen startí, t.e. 

U U1
0

2
0 10( ) ( ) ,= = per unit    i    θ θ1

0
2

0 0 0( ) ( ) ,= = rad . 

So pomo{ na pretpostavenite naponi na po~etokot na prvata po-
luiteracija gi presmetuvame injektiranite aktivni mo}nosti vo jazli-
te. Pritoa so (4.62) dobivame: 

( ) ( )[
( ) ]

P U G U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

2
0

12 12 12 12

3 13 13 13 13

( )
( ) ( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

θ θ

θ θ  ,
  

( )[
( ) ]

[ ]

P B

B

1
0 2

12

13

1 0 3 0 1 0 1 0 2 0 1 0 0 0

1 03 1 0 1 0 0 0

1 0 3 0 1 0 3 03 0 03

( )
( ) , , , , , , ,

, , , ,

, , , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ − = −   ,

 

( ) ( )[
( ) ]

P U G U U G B

U G B

2
0

2
0 2

22 2
0

1
0

21 21 21 21

3 23 23 23 23

( )
( ) ( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

θ θ

θ θ  ,
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( )[
( ) ]

[ ]

P B

B

2
0 2

21

23

1 0 4 0 1 0 1 0 2 0 1 0 0 0

1 03 2 0 1 0 0 0

4 0 1 0 4 06 0 06

( )
( ) , , , , , , ,

, , , ,

, , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅

+ ⋅ − ⋅ + ⋅

= + ⋅ − = −   .

 

Razlikite pome|u zadadenite i presmetanite aktivni mo}nosti 
vo jazlite se: 

∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 0 4
01

0 03
0 06

0 37
016

= − =
−






 −

−
−








 =

−






dadena presm.  . 

Kako {to mo`e da se zabele`i, presmetanite injektirani aktiv-
ni mo}nosti, a so toa i razlikite na aktivnite mo}nosti, se identi~ni 
so soodvetnite golemini kaj Wutn-Rafsonoviot metod (primer 4.5.7) od 
pri~ina {to po~etnite uslovi i kaj dvata metoda bea ednakvi. 

Bidej}i najgolemata razlika po apsolutna vrednost (0,37 per unit) 
e pogolema od dozvolena tolerancija ( ε = −10 3  per unit), presmetkite 
prodol`uvaat so opredeluvawe na prirastite na faznite agli vo prva-
ta poluiteracija na prvata iteracija. Prirastite gi opredeluvame so 
re{avawe na ravenkata (4.126 a), koja{to za dadeniot primer e: 

8 333333 5 000000
5 000000 1166667

0 37 10
016 10

0 37
016

1
0

2
0

, ,
, ,

, / ,
, / ,

,
,

( )

( )
−

−








 ⋅












=
−






 =

−








∆
∆

θ
θ

 . 

Vo prviot ~ekor od procesot na re{avaweto na ovaa ravenka ja 
re{avame pomo{nata ravenka (videte oddel A4 od Dodatokot A): 

1 0
121

1

2
1

0
1

0

2
0

2
0′









 ⋅ 






 =











l

y
y

P U
P U

∆
∆

( ) ( )

( ) ( )
/
/

 , 

od kade {to sleduva: 

y1 0 37= − ,  , 

( ) ( ) ( )y y2 1016 0 6 016 0 6 0 37 0 062= − − ⋅ = − − ⋅ − = −, , , , , ,  . 

Potoa, vo vtoriot ~ekor ja re{avame matri~nata ravenka: 

1
0 1

1 0

0 1
21 1

0

2
0

11

22

1

2

′







 ⋅












= ′

′

















⋅ 








l d

d

y
y

∆
∆

θ
θ

( )

( )   , 

t.e. 
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1 0 6
0 1

1
8 333333 0

0 1
8 666667

0 37
0 062

1
0

2
0

−







 ⋅












=
















⋅
−

−










, ,

,

,
,

( )

( )
∆
∆

θ
θ

 , 

od kade {to za nepoznatite prirasti na faznite agli dobivame: 

∆θ2
0 0 062

8 666667 0 007153783( ) ,
, ,= − = −  rad  , 

( )

( ) ( )

∆ ∆θ θ1
0

2
00 37

8 333333 0 6

0 37
8 333333 0 6 0 007153783 0 04869224

( ) ( ),
, ,

,
, , , ,

= − − − ⋅ =

= − − − ⋅ − = −   rad.
  

So toa, faznite agli na naponite vo prvata poluiteracija se: 

( )

( )
θ

θ

θ θ

θ θ
1

1

2
1

1
0

1
0

2
0

2
0

0 0 0 04869224

0 0 0 007153783

0 04869224

0 007153783

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

,

,















=
+

+















=
+ −

+ −













=
−

−













∆

∆
 . 

Postapkata prodol`uva so vtorata poluiteracija. Pritoa, naj-
napred, gi presmetuvame injektiranite reaktivni mo}nosti vo jazlite: 

( ) [ ]{
[ ]}

Q U B U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

2
0

12 12 12 12

3 13 13 13 13

( )
( ) ( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅

θ θ

θ θ  ,
 

( )

( ) ( )[ ]{
( ) ( )[ ]}

{ }

Q1
0 21 0 6 96

1 0 1 0 2 0 0 04153846 4 0 0 04153846

1 03 1 0 0 04869224 3 0 0 04869224
6 96 1 0 6 949701 0 01029921

( )
( ) , ,

, , , sin , , cos ,

, , sin , , cos ,
, , , ,

presm. = − ⋅ −

+ ⋅ ⋅ − ⋅ − − ⋅ −

+ ⋅ − ⋅ − − ⋅ −
= + ⋅ − =   ,

 

( ) [ ]{
[ ]}

Q U B U U G B

U G B

2
0

2
0 2

22 2
0

1
0

21 21 21 21

3 23 23 23 23

( )
( ) ( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅

θ θ

θ θ  ,
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( )

( ) ( )[ ]{
( ) ( )[ ]}

{ }

Q2
0 21 0 9 97

1 0 1 0 2 0 0 04153846 4 0 0 04153846

1 03 2 0 0 007153783 6 0 0 007153783
9 97 1 0 10 24471 0 2747078

( )
( ) , ,

, , , sin , , cos ,

, , sin , , cos ,
, , , ,

presm. = − ⋅ −

+ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅

+ ⋅ − ⋅ − − ⋅ −

= + ⋅ − = −   ,

 

kade {to e 

( )θ θ θ θ12 21 1
1

2
1 0 04869224 0 007153783 0 04153846= − = − = − − − = −( ) ( ) , , ,  rad  ,  

θ θ θ13 1
1

3 0 04869224 0 0 0 04869224= − = − − = −( ) , , ,  rad  , 

θ θ θ23 2
1

3 0 007153783 0 0 0 007153783= − = − − = −( ) , , ,  rad  . 

Vo prvata iteracija, pred vtorata poluiteracija, razlikite po-
me|u zadadenite i presmetanite injektirani reaktivni mo}nosti vo 
jazlite, se: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( )
,

,

,

,

,

,
0 0

0 25

010

0 01029921

0 2747078

0 2602992

0 3747078
= − =

−











−
−

−













=
−











dadena presm.  . 

Bidej}i najgolemata od presmetanite razliki po apsolutna vred-
nost (0,3747078 per unit) e pogolema od dadenata tolerancija (ε=10−3 
per unit), presmetkite prodo`uvaat so vtorata poluiteracija, vo koja so 
re{avawe na ravenkata (4.126 b), se presmetuvaat prirastite na modu-
lite na naponite. Vo ovoj slu~aj, ravenkata (4.126 b) e: 

6 96 4 00

4 00 9 97

0 2602992 10

0 3747078 10
1

0

2
0

1
0

1
0

2
0

2
0

, ,

, ,

/

/

, / ,

, / ,

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

−

−













⋅














=














=
−











∆

∆

∆

∆

U

U

Q U

Q U
 . 

Bidej}i se poznati faktorite na matricata ′′B , najnapred ja re{avame 
matri~nata ravenka: 

1 0

0 5747126 1

0 2602992

0 3747078

1

2−













⋅












=
−









,

,

,

y

y
  

i za pomo{niot vektor dobivame: 

y1 0 2602992= − ,  , 
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( )
( ) ( )

y y2 10 3747078 0 5747126
0 3747078 0 5747126 0 2602992 0 2251106

= − − ⋅
= − − ⋅ − =

, ,
, , , ,   .

  

Potoa ja re{avame ravenkata: 

1 0 5747126

0 1

1
6 96

0

0 1
7 671150

0 2602992

0 2251106
1

0

2
0

−











⋅














=
















⋅
−











, ,

,

,

,

( )

( )

∆

∆

U

U
 , 

od kade {to za vektorot na nepoznatite prirasti na modulite na napo-
nite dobivame: 

∆U2
0 0 2251106

7 671150
0 02934509( ) ,

,
,= − =   , 

( )

( )

∆ ∆U U1
0

2
00 2602992

6 96
0 5747126

0 2602992
6 96

0 5747126 0 02934509 0 02053432

( ) ( ),
,

,

,
,

, , ,

= − − − ⋅

= − − − ⋅ = −   .
 

Taka, efektivnite vrednosti na naponite na krajot od prvata 
iteracija }e bidat: 

( )

( )
U

U

U U

U U

1
1

2
1

1
0

1
0

2
0

2
0

10 0 02053432

10 0 02934509

0 9794657

1029345

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

,

,















=
+

+















=
+ −

+













=












∆

∆
 . 

So toa se zavr{eni presmetkite od prvata iteracija. Sleduva 
vtorata iteracija, vo koja vo prvata poluiteracija najnapred se pre-
smetuvaat injektiranite aktivni mo}nosti vo jazlite. Tie se: 

P1
1 0 4590528( )

( ) ,presm. = −  ;   P2
1 0 2250935( )

( ) ,presm. =  . 

Razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani ak-
tivni mo}nosti vo jazlite, vo prvata poluiteracija od vtorata itera-
cija, se: 

∆P P P( )
( ) ( )

( )
,

,

,

,

,

,
1 1

0 4

01

0 4590528

0 2250935

0 05905282

01250935
= − =

−











−
−











=
−













dadena presm.  . 

Bidej}i i vo ovoj slu~aj ne e zadovolen kriteriumot za zavr{u-
vawe na iterativniot proces, presmetkite prodol`uvaat so re{avawe 
na ravenkata: 
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8 333333 5 0

5 0 1166667

0 05905282
0 9794657
01250935
1029345

0 06029086

01215273

1
1

2
1

, ,

, ,

,
,
,
,

,

,

( )

( )

−

−















⋅
















=
−

















=
−















∆

∆

θ

θ
 , 

od kade {to se dobivaat novite prirasti na faznite agli. Novite vred-
nosti na faznite agli se: 

( )
θ

θ

θ θ

θ θ
1

2

1
1

1
1

2
1

2
1

0 04869224 0 001325862

0 007153783 0 009848402

0 04736638

0 01700218

(2)

(2)

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

,

,















=
+

+















=
− +

− + −













=
−

−













∆

∆
 . 

Natamu, se preminuva kon presmetka na injektiranite reaktivni 
mo}nosti vo jazlite. Taka dobivame: 

Q1
1 0 2680458( )

( ) ,presm. = −  ;  Q2
1 01471514( )

( ) ,presm. =  . 

Razlikite pome|u zadadenite i presmetanite injektirani reak-
tivni mo}nosti vo jazlite se: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

1 1 0 25
0 10

0 2680458
0 1471514

0 01804580
0 04715140

= − =
−






 −

−






 =

−








dadena presm.  . 

Kako {to se gleda, nitu vo ovaa poluiteracija ne e ispolnet us-
lovot za prekinuvawe na iterativniot proces. Zaradi toa, prodol`uva-
me so presmetkite od vtorata poluiteracija na vtorata iteracija. Pri-
rastite na modulite na naponite gi dobivame kako re{enie na ravenka-
ta: 

6 96 4 00
4 00 9 97

0 01804580
0 9794657
0 04715140
1 029345

0 01842413
0 04580719

1
1

2
1

, ,
, ,

,
,
,
,

,
,

( )

( )
−

−








 ⋅














= −



















=
−










∆

∆

U

U
 . 

Novite efektivni vrednosti na naponite se: 

( )
U

U

U U

U U

1

2

1
1

1
1

2
1

2
1

6

3

0 9794657 8 609814 10

1029345 4 591047 10

0 9794742

1024754

(2)

(2)

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, ,

,

,















=
+

+















=
+ ⋅

+ − ⋅















=












−

−

∆

∆
 . 

Vo tretata iteracija, najnapred, gi presmetuvame razlikite po-
me|u zadadenite i presmetanite injektirani aktivni mo}nosti vo jaz-
lite: 
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∆P P P(2)
( ) ( )

(2)
,

,

,

,

,

,
= − =

−











−
−











=












⋅ −
dadena presm.

0 4

01

0 4013268

0 09750082

1326829

2 499178
10 3  . 

Od presmetanite razliki se gleda deka presmetkite treba da 
prodol`at. Vo prvata poluiteracija od tretata iteracija se dobiva: 

θ

θ

θ θ

θ θ
1

3

2
3

1 1

2 2

4

4

0 04736638 3876660 10

0 01700218 3 751832 10

0 04697872

0 01662700

( )

( )

(2) (2)

(2) (2)

, ,

, ,

,

,















=
+

+















=
− + ⋅

− + ⋅













=
−

−













−

−

∆

∆
 . 

Na po~etokot na vtorata poluiteracija od tretata iteracija 
presmetuvame: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

2 2 0 25
0 10

0 2507566
0 09874714

0 0007566214
0 001252860

= − =
−






 −

−






 = 







dadena presm. . 

Bidej}i apsolutnata vrednost na razlikata pome|u zadadenata i 
presmetanata reaktivna mo}nost vo jazolot 2 e pogolema od ε, presmet-
kite prodol`uvaat i modulite na naponite po tretata iteracija se: 

U

U

U U

U U
1

3

2
3

1
2

1
2

2
2

2
2

0 9794742 0 0002358437
1 024754 0 0002172488

0 9797101
1 024971

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,

,
,















=
+

+















=
+
+









 = 









∆

∆
 . 

Vo ~etvrtata iteracija najnapred presmetuvame: 

∆P P P( )
( ) ( )

( )
,

,

,

,

,

,
3 3

0 4

01

0 3999785

01002699

0 0000215

0 0002699
= − =

−











−
−











=
−













dadena presm.  . 

Kako {to mo`e da se zabele`i, apsolutnite vrednosti na site razliki 
se pomali od ε, poradi {to preminuvame kon presmetka na soodvetnite 
razliki na injektiranite reaktivni mo}nosti. 

Vo ovoj slu~aj razlikite za injektiranite reaktivni mo}nosti 
se: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( )
,

,

,

,

,

,
3 3

0 25

010

0 2500467

01000060

0 0000467

0 0000060
= − =

−











−
−











=
−













dadena presm.  . 

Bidej}i site razliki po apsolutna vrednost se pomali od ε, iterativ-
nata postapka ja prekinuvame. 

Spored toa, baranite naponi se ednakvi na presmetanite vo tre-
tata iteracija, t.e. 
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U =
⋅

⋅













=
⋅

⋅















−

−

−

−

0 9797101

1024971

107 77

112 75

0 046979

0 016627

,

,

,

,

,

,

e

e

e

e

j

j

j2,69

j0,95
per unit  kV

o

o
. 

4.6.7. Primer na presmetka spored verzijata XB  
na brziot metod so razdvojuvawe za sistem  
so jazli so kontroliran napon 

Da se re{i primerot 4.4.5 so pomo{ na verzijata HV na brziot 
metod so razdvojuvawe. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na na-
ponite da se prekrati vo iteracijata vo koja presmetanite injektirani 
aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od nivnite 
zadadeni vrednosti za pomalku od 0,1 MW, odnosno 0,1 Mvar. 

R e { e n i e :  

Bidej}i presmetkite }e gi napravime vo edini~ni vrednosti, 
usvojuvame bazna mo}nost od 100 MVA, a za bazni naponi gi usvojuvame 
nominalnite naponi na soodvetnite naponski nivoa vo sistemot: 110, 
odnosno 220 kV. Spored toa, realniot i imaginarniot del od matricata 
na admitancii na sistemot vo ednini~ni vrednosti, koja{to ja oprede-
livme vo primerot 4.4.5, se: 

G =

−
−

−
−



















1 870005 0 0 1 870005
0 3 222351 3 222351

3 222351 0
1 870005 0

, ,
, ,
,

,

0
0 3,222351

0 1,870005

 , 

B =

−
−

−
−



















43 72744 0 40 34066 6 328479
0 31 43226 16 98216

40 34066 16 98216 60 41806 0
6 328479 0 18,77469

, , ,
, ,

, ,
,

13,44689
,

13,44689

 . 

Isto taka, od prethodnite primeri go usvojuvame redosledot na 
jazlite koi{to se numerirani na sledniot na~in: A→1, B→2, C→3 i 
D→4. Referentniot jazol (zemjata) i vo ovoj slu~aj go ima redniot broj 
0. 

Potoa ja formirame matricata ′B . Brojot na nepoznati fazni 
agli na naponite iznesuva 3, pa poradi toa matricata ′B  ima dimenzija 
3 3× . Za presmetka na elementite na taa matrica }e gi koristime ra-
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venkite (4.134 a) i (4.135) i podatocite za impedanciite i admitanci-
ite na grankite od primerot 4.4.5. Taka dobivame: 

′ =B12 0  , 

′ = − ⋅
⋅

= − ⋅
⋅

= −
− −

B
Z
m X13

110

3 1 3 1
3 3 121

0 9278261 9 698333
40 34066bazna ( )

, ,
,  per unit , 

′ = − = = −
−

B
Z

X23
2 3

484
27 51

17 59360bazna(220)
,

,  per unit , 

′ = ⋅
⋅

+ +

= ⋅
⋅

+ + =

− − − −
B

Z
m X

Z
X

Z
X11

110

3 1 3 1

110

1 4

110

1 4
3

3 121
0 9278260 9 698333

121
36 7

121
33 76

47 22178

bazna bazna bazna( ) ( ) ( )

(a) ( )

, , , ,
,

b

 per unit ,
 

′ =
⋅

+

=
⋅

+ =

− − −
B

Z
m X

Z
X22

110

2 4 2 4

220

2 3
121

0 9278261 9 698333
484

27 51
31 04049

bazna bazna( ) ( )

, , ,
,  per unit ,

 

′ = ⋅
⋅

+

= ⋅
⋅

+ =

− − −
B

Z
m X

Z
X33

110

3 1 3 1

220

2 3
3

3 121
0 9278261 9 698333

484
27 51

57 93426

bazna bazna( ) ( )

, , ,
,  per unit .

 

Da zabele`ime deka, vo verzijata XB, pri formiraweto na mat-
ricata ′B  se zanemaruvaat nadol`nite aktivni otpornosti na elemen-
tite i admitanciite na napre~nite granki. Isto taka, vo ovoj primer 
gi uva`ivme prenosnite odnosi na transformatorite so nenominalen 
prenosen odnos. Za ilustracija, na krajot od primerot }e bidat prezen-
tirani rezultatite od presmetkite ako pri formiraweto na matricata 

′B  se pretpostavi deka prenosnite odnosi na site transformatori vo 
mre`ata se ednakvi na 1,0 per unit. 

Vo verzijata HV na brziot metod so razdvojuvawe matricata ′′B  
ima dimenzija ednakva na brojot na nepoznati efektivni vrednosti na 
naponite. Za razgleduvaniot sistem dimenzijata na matricata ′′B  izne-
suva 2×2. Elementite na matricata ′′B  se sprotivni na soodvetnite 
elementi od imaginarniot del na matricata na admitancii na siste-
mot. 
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Spored toa, matricite ′B  i ′′B  se: 

′ =
−
−

− −

















B
47 22178 0 40 34066

0 3104049 17 59360
40 34066 17 59360 57 93426

, ,
, ,

, , ,
 , 

′′ = 







B

43 72744 0
0 3143226

,
,

 . 

Bidej}i elementite na matricata ′B  ne se menuvaat vo itera-
tivniot proces, sistemot linearni ravenki (4.126 a) }e go re{avame so 
faktorizacija (videte Dodatok A). ]e ja koristime faktorizacijata 
LDLT, zatoa {to matricata ′B  e simetri~na. Faktorot L e dolna tri-
agolna matrica ~ii{to elementi po glavnata dijagonala se ednakvi na 
edinica, a faktorot D e dijagonalna matrica, t.e. 

L =
− −

















1 0 0
0 1 0

0 8542807 0 5667953 1, ,
 

D =
















47 22178 0 0
0 3104049 0
0 0 13 50004

,
,

,
 . 

Vo ovoj primer ne e potrebno za sistemot linearni ravenki 
(4.126 b) da se primeni nekoja posebna postapka za re{avawe, zatoa {to 
matricata na koeficientite na sistemot ravenki e dijagonalna, taka 
{to negovoto re{avawe e mnogu ednostavno. Vsu{nost, faktorot L  na 
matricata ′′B  vo ovoj slu~aj e edini~na matrica, a soodvetniot faktor 
D e dijagonalna matrica i ednakva na ′′B . 

Bidej}i se zavr{eni site neophodni podgotvitelni presmetki, 
mo`eme da zapo~neme so iterativnata postapka. 

Za po~etni vrednosti na naponite vo jazlite A i B usvojuvame: 

U U1
0

2
0 10( ) ( ) ,= = per unit  , θ θ1

0
2

0 0 0( ) ( ) ,= = rad . 

Za jazolot so kontroliran napon (jazolot C) pretpostavuvame 
fazen agol na naponot ednakov na nula: 

U3
210 0 9545454= =
220

per unit,  , θ3
0 0 0( ) ,= rad  , 
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a naponot vo jazolot D e ednakov na: 

U e4
0115 0 1045455= + = ⋅j

110
 per unitj,  . 

Na po~etokot na prvata poluiteracija od prvata iteracija gi 
presmetuvame injektiranite aktivni mo}nosti vo jazlite, a potoa gi 
opredeluvame i razlikite pome|u zadadenite i presmetanite aktivni 
mo}nosti vo jazlite. Injektiranite mo}nosti vo jazlite gi presme-
tavme na po~etokot na prvata iteracija vo primerot 4.5.8. Soodvetnite 
razliki se: 

∆P P P( )
( ) ( )

( )
,
,
,

,
,
,

,
,

,

0 0
2 5
0 0
10

0 085
01464705
01398129

2 415
01464705

1139813
= − =

−















−
−

−

















=
−

−
















dadena presm.  . 

Poradi toa {to presmetanite razliki na mo}nosti se so pogo-
lema apsolutna vrednost od ε = 0 001,  per unit, postapkata ja prodol`u-
vame so presmetka na faznite agli vo prvata poluiteracija. Za taa cel 
treba da go re{ime sistemot linearni ravenki (4.126 a): 

( )′ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =B L D L P U∆ ∆ ∆θ θ( ) ( ) ( )/0 0 0T  , 

kade {to e: 

( )∆

∆

∆

∆

P U/

/

/

/

, / ,
, / ,

, / ,

,
,
,

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

0
1

0
1

0

2
0

2
0

3
0

3

2 415 1 0
0 1464705 1 0

1 139813 0 9545454

2 415
0 1464705

1 194090
=



















=
−

−
















=
−

−
















P U

P U

P U

 . 

Vektorot na nepoznatite prirasti na faznite agli }e go ozna~i-
me so x i }e vovedeme: 

[ ] ( )b P U= =b b b1 2 3
0T ∆ / ( )  . 

So toa, matri~nata ravenka za opredeluvawe na prirastite na faznite 
agli mo`eme da ja napi{eme vo sledniot oblik: 

1 0 0
1 0

1

0 0
0 0
0 0

1
0 1
0 0 1

21

31 32

11

22

33

21 31

32

1

2

3

1

2

3

l
l l

d
d

d

l l
l

x
x
x

b
b
b

















⋅
















⋅
















⋅
















=
















 . 
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Procesot na re{avaweto go sproveduvame vo dve fazi (videte 
Dodatok A). Vo prvata faza se opredeluvaat elementite na pomo{niot 
vektor y . Toa se pravi so re{avawe na sistemot linearni ravenki: 

1 0 0
1 0

1
21

31 32

1

2

3

1

2

3

l
l l

y
y
y

b
b
b

















⋅
















=
















 ,  

t.e. 

1 0 0
0 1 0

0 8542807 0 5667953 1

2 415
01464705

1194090

1

2

3− −

















⋅
















=
−

−














, ,

,
,
,

y
y
y

 . 

Bidej}i matricata na koeficientite na ovoj sistem e dolnotriagolna, 
elementite na vektorot y  ednostavno se opredeluvaat po~nuvaj}i od 
elementot so reden broj 1: 

y b1 1 2 415= = − , , 

y b l y y2 2 21 1 101464705 0 01464705= − ⋅ = − − ⋅ = −, ,  , 

( ) ( ) ( ) ( )
y b l y l y3 3 31 1 32 2

1 194090 0 8542807 2 415 0 5667953 0 1464705
0 09520168

= − ⋅ − ⋅

= − − ⋅ − − − ⋅ −
= −

, , , , ,
,   .

 

Potoa go re{avame sistemot linearni ravenki: 

L x D yT ⋅ = ⋅−1  , 

t.e. 

1
0 1
0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

21 31

32

1

2

3

11

22

33

1

2

3

l l
l

x
x
x

d

d

d

y
y
y

















⋅
















=























⋅
















  , 

od kade {to so povratna zamena, za prirastite na faznite agli na napo-
nite, dobivame: 

∆θ3
0

3
3
33

0 09520168
13 50004

0 07051953( ) ,
,

,= = = − = −x y
d

 rad , 
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( ) ( )∆θ 2
0

2
2

22
3 32

0 1464705
31 04049

0 07051953 0 5667953

0 04468883

( ) ,
,

, ,

,

= = − ⋅ = − − − ⋅ −

= −

x
y

d
x l

 rad  ,
 

( ) ( )

∆θ 1
0

1
1

11
3 31 2 21

2
2 415

47 22178
0 07051953 0 8542807 0

0 1113851

( )

,
,

, ,

,

= = − ⋅ − ⋅

= − − − ⋅ − − ⋅

= −

x
y

d
x l x l

x

 rad ,

 

a faznite agli po prvata poluiteracija od prvata iteracija se: 

( )
( )
( )

θ

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ

1
1

2
1

3
1

1
0

1
0

2
0

2
0

3
0

3
0

0 0 0 1113851
0 0 0 04468883
0 0 0 07051953

0 1113851
0 04468883
0 07051953

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,
, ,
, ,

,
,
,



















=

+

+

+



















=
+ −
+ −
+ −

















=
−
−
−

















∆

∆

∆

 rad. 

Postapkata ja prodol`uvame so presmetka na injektiranite re-
aktivni mo}nosti vo vtorata poluiteracija od prvata iteracija: 

( ) ( )[
( ) ]

Q U B U U G B

U G B

1
0

1
0 2

11 1
0

3 13 13 13 13

4 14 14 14 14

1 105240

( )
( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

,

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

+ ⋅ ⋅ − ⋅

= −

θ θ

θ θ
  ,

 

( ) ( )[
( ) ]

Q U B U U G B

U G B

2
0

2
0 2

22 2
0

3 23 23 23 23

4 24 24 24 24

1 103907

( )
( ) ( ) ( ) sin cos

sin cos

,

presm. = − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +

+ ⋅ ⋅ − ⋅

=

θ θ

θ θ
  ,

 

kade {to e: 

( )θ θ θ θ13 31 1
1

3
1 01113851 0 07051953 0 04086559= − = − = − − − = −( ) ( ) , , ,  rad,  

θ θ θ14 1
1

4 01113851 0 0 01113851= − = − − = −( ) , , ,  rad, 

( )θ θ θ23 2
1

3
1 0 04468883 0 07051953 0 02583070= − = − − − =( ) ( ) , , ,  rad, 

θ θ θ24 2
1

4 0 04468883 0 0 0 04468883= − = − − = −( ) , , ,  rad. 

Soodvetnite razliki pome|u zadadenite i presmetanite reaktiv-
ni mo}nosti iznesuvaat: 
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∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 1 25
0 00

1 105240
1 103907

0 1447600
1 103907

= − =
−






 −

−






 =

−
−








dadena presm.  . 

Bidej}i ne e ispolnet kriteriumot za prekinuvawe na iterativ-
niot proces (najgolemata razlika po apsolutna vrednost e pogolema od 
ε), procesot na iterativnoto presmetuvawe prodol`uva. Vo vtorata 
poluiteracija od prvata iteracija, so pomo{ na (4.126 b), gi presmetu-
vame prirastite na efektivnite vrednosti na naponite. Vo slu~ajov e: 

43 72744 0
0 31 43226

0 1447600
1 0

1 103907
1 0

1
0

2
0

,
,

,
,

,
,

( )

( )








 ⋅














=

−

−



















∆

∆

U

U
 , 

od kade {to se dobiva: 

∆

∆

U

U
1

0

2
0

0 1447600
43 72744
1 103907

31 43226

0 003310507
0 03512018

( )

( )

,
,
,
,

,
,















=

−

−



















=
−
−








   

i za naponite po vtorata poluiteracija od prvata iteracija sleduva: 

U

U

U U

U U
1

1

2
1

1
0

1
0

2
0

2
0

1 0 0 003310507
1 0 0 03512018

0 9966895
0 9648798

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,

,
,















=
+

+















=
−
−









 = 









∆

∆
 . 

Vtorata iteracija ja zapo~nuvame so presmetka na injektiranite 
aktivni mo}nosti vo jazlite: 

( ) ( )[
( ) ]

[ ]

P U G U U G B

U G B

1
1

1
1 2

11 1
1

3 13 13 13 13

4 14 14 14 14

1 857644 0 9966895 4 251479 2 379761

( )
( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

, , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

= + ⋅ − = −

θ θ

θ θ

  ,

 

( ) ( )[
( ) ]

[ ]

P U G U U G B

U G B

2
1

2
1 2

22 2
1

3 23 23 23 23

4 24 24 24 24

2 999987 0 9648798 3 284210 0 1688817

( )
( ) ( ) ( ) cos sin

cos sin

, , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

= + ⋅ − = −

θ θ

θ θ
  ,
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( ) ( )[
( ) ]

[ ]

P U G U U G B

U G B

3
1

3
1 2

33 3 1
1

31 31 31 31

2
1

32 32 32 32

2 936068 0 9545454 1 888722 1 133196

( )
( ) ( ) ( )

( )

cos sin

cos sin

, , , ,

presm. = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅ + ⋅

= + ⋅ − =

θ θ

θ θ

  .

 

Kako {to mo`e da se zabele`i, presmetanite injektirani aktiv-
ni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od zadadenite za pogolem iznos 
od ε, pa poradi toa }e ja prodol`ime iterativnata postapka so presmet-
ka na faznite agli. Postapkata e identi~na kako i vo prvata iteracija. 
Faznite agli po prvata poluiteracija od vtorata iteracija se: 

θ

θ

θ

θ θ

θ θ

θ θ

1
2

2
2

3
2

1
1

1
1

2
1

2
1

3
1

3
1

0 1113851 0 011162859
0 04468883 0 0003815765

0 07051953 0 01062165

0 1230137
0 04507041
0 08114118

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

, ,
, ,

, ,

,
,
,



















=

+

+

+



















=
− −

− −
− −

















=
−
−
−

















∆

∆

∆

 rad.

 

Sledi presmetka na injektiranite reaktivni mo}nosti i razli-
kite na injektiranite reaktivni mo}nosti: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

1 1 1 25
0 00

1 212790
0 02518753

0 03721000
0 02518753

= − =
−






 −

−
−








 =

−






dadena presm. . 

Kriteriumot za prekinuvawe na iterativniot proces ne e is-
polnet, poradi {to gi opredeluvame novite efektivni vrednosti na 
naponite vo vtorata poluiteracija od vtorata iteracija, i tie se: 

U
U

U U
U U

1

2

1
1

1
1

2
1

2
1

0 9966895 0 0008537684
0 9648798 0 0008304946

0 9958357
0 9657103

(2)

(2)

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,

,
,













=
+
+













=
−
−









 = 









∆
∆

 . 

Vo tretata iteracija presmetuvame: 

∆P P P( )
( ) ( )

( )
,
,
,

,
,

,

,
,

,

2 2
2 5
0 0
1 0

2 491334
0 01045188

1 008248

0 008666000
0 01045188

0 008248000
= − =

−














−

−
−
















=
−

−

















dadena presm. , 
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( )
( )
( )

θ

θ

θ

1
3

2
3

3
3

4

5

4

0 1230137 8 133060 10
0 04507041 6 867386 10
0 08114118 7 363281 10

0 1238270
0 04513908
0 08187751

( )

( )

( )

, ,
, ,
, ,

,
,
,



















=
− + − ⋅

− + − ⋅
− + − ⋅

















=
−

−
−

















−

−

−
 rad , 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( )

,
,

,
,

,
,

2 2

1 25
0 00

1 246581
0 001560209

0 003419000
0 001560209

= −

=
−






 −

−
−








 =

−








dadena presm.

 
,
 

U
U

U U
U U

1
3

2
3

1 1

2 2

5

5
0 9958357 7 852503 10
0 9657103 5139968 10

0 9957572
0 9657617

( )

( )

(2) (2)

(2) (2)
, ,
, ,

,
,













=
+
+













= − ⋅
− ⋅









 = 









−

−
∆
∆

 . 

Na po~etokot od ~etvrtata iteracija, vo prvata poluiteracija, 
se presmetani slednite razliki na injektiranite aktivni mo}nosti: 

∆P P P( )
( ) ( )

( )
,
,
,

,
,

,

,
,
,

3 3 4
2 5
0 0
1 0

2 499356
0 0007063701

1 000510

6 44
7 06
5 10

10= − =
−















−
−

−
















=
−

−
















⋅ −

dadena presm. . 

Bidej}i najgolemata razlika po apsolutna vrednost e pomala od ε, gi 
presmetuvame razlikite na injektiranite reaktivni mo}nosti: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

3 3
6

1 25
0 00

1 249900
1 365247 10

0 000100
0 000001

= − =
−






−

−
− ⋅








 =

−






−dadena presm. . 

Od dobienite rezultati se gleda deka e zadovolen i uslovot 
(4.133 b). Toa zna~i deka procesot na iterativnoto presmetuvawe na na-
ponite mo`e da se prekrati, a baranite naponi vo jazlite se: 

U =

⋅
⋅
⋅

⋅





















=

⋅
⋅
⋅
⋅





















−

−

−

−

−

−

0 9957572
0 9657617
0 9545454

1045455

109 53
212 47
210 00
115 00

0 123827

0 045139

0 081877

0 0
4 69

,
,
,

,

,
,
,
,

,

,

,

,
,

e
e
e

e

e
e
e
e

j

j

j

j

j7,10

j2,59

j

j0,00

per unit  kV

o

o

o

o

 . 

Ovie rezultati se dobieni za tri iteracii (po tri poluitera-
cii za presmetka na faznite agli i modulite na naponite). 

Ako gi sporedime ovie rezultati so soodvetnite rezultati dobi-
eni so Wutn-Rafsonoviot metod (primer 4.5.8), zabele`uvame nezna~i-
telna razlika. 
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Injektiranata reaktivna mo}nost vo jazolot so kontroliran na-
pon C i injektiranata kompleksna mo}nost vo jazolot D }e gi presme-
tame so pomo{ na ravenkite (4.62) i (4.63). Ottamu sleduva: 

Q3 1204889 120 5= , , per unit =  Mvar  , 

( ) ( )S4 1538397 01792591= +, ,j  per unit = 153,8 + j17,9 MVA  . 

Tekovite na mo}nosti vo granki i zagubite gi presmetuvame na 
identi~en na~in kako i vo primerot 4.4.5. Dobienite rezultati se pri-
ka`ni vo tabelata 4.8. 

Tabela 4.8   Raspredelba na mo}nostite i zagubite 

Element 
k l−  

Mo}nost 
Sk l−  

per unit 

Mo}nost 
Sl k−  

per unit 

Zagubi na mo}nost 
∆Sk l−  
per unit 

C−A 0,5360081+j0,4353427 −0,5360081−j0,3992339 0,0000000+j0,03610882 

D−A (a) 0,4437842+j0,05129951 −0,4274598−j0,02734908 0,01632440+j0,02395043 

D−A (b) 0,4819772+j0,05454731 −0,4638720−j0,02484302 0,01810518+j0,02970429 

B−C 0,6119289+j0,04549105 −0,6075145−j0,1011396 0,004414380−j0,05564856 

D−B 0,6126353+j0,07341106 −0,6126353−j0,04549218 0,0000000+j0,02791889 

 

Vkupnite zagubi na mo}nost vo mre`ata se: 

∆ ∆ ∆ ∆P P P P= + +− − −1 4 1 4 2 3( ) ( )a b
=  0,03884399 per unit = 3,9 MW , 

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆Q Q Q Q Q Q= + + + + ⋅

=

− − − − −1 4 1 4 2 3 2 4 1 33
( ) ( )a b

 0,1342515 per unit = 13,4 Mvar  .
 

Vkupnite zagubi na mo}nost vo mre`ata mo`at da se presmetaat 
i ako se sumiraat presmetanite injektirani mo}nosti vo site jazli: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

∆ S S S S S= + + + =

= − − + − ⋅ − ⋅

+ + + +

− −
1 2 3 4

4 62 499356 1 249900 7 063701 10 1 365247 10

1 000510 1 204889 1 538397 0 1792591

, , , ,

, , , ,

j j

j j
= 0,03884399 + j0,1342471  per unit = 3,9 + j13,4  MVA  .

 

Pri presmetkata na elementite od matricata ′B , kaj transfor-
matorite bea uva`eni dadenite nenominalni prenosni odnosi. Ako 
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matricata ′B  ja formirame zemaj}i deka site transformatori imaat 
prenosni odnosi ednakvi na 1,0 per unit, dobivame: 

′ = ′ = − ⋅

⋅

= − ⋅
⋅

= −B B
Z

u
U

Sk

13 31
110

110
23 3 121

0 11 110
150

40 90909bazna

nom.
2

nom

( )

( )

.

,
,  per unit , 

′ = ′ = − = − = −
−

B B
Z

X23 32
2 3

484
27 51

17 59360bazna(220)
,

,  per unit , 

′ = − ′ + +

= + + =

− −
B B

Z
X

Z
X11 13

110

1 4

110

1 4

40 90909 121
36 7

121
33 76

47 79022

bazna bazna( ) ( )

( ) ( )

,
, ,

,

a b

 per unit ,
 

′ =

⋅

− ′

= + =

B
Z

u
U

S

B

k

22
110

110
23

121
8 873333

17 59360 31 22997

bazna

nom.
2

nom

( )

( )

.

,
, ,  per unit ,

 

′ = − ′ − ′ =B B B33 31 32 58 50269,  per unit , 

t.e. 

′ =
−
−

− −

















B
47 79022 0 40 90909

0 31 22997 17 59360
40 90909 17 59360 58 50269

, ,
, ,

, , ,
 . 

Iterativnata postapka i vo ovoj slu~aj zavr{uva posle tri ite-
racii, pri {to najgolemite razliki na injektiranite aktivni i reak-
tivni mo}nosti po apsolutna vrednost se ednakvi na 0,000814 i 0,000107 
per unit, soodvetno. Naponite na jazlite se: 

U =

⋅
⋅
⋅
⋅





















=

⋅

⋅

⋅

⋅























−

−

−

−

−

−

0 9957580
0 9657614
0 9545454

1 045455

109 53

212 47

210 00

115 00

0 123818

0 045136

0 081872

0 0
4 69

,
,
,
,

,

,

,

,

,

,

,

,
,

e
e
e
e

e

e

e

e

j

j

j

j

j7,09

j2,59

j

j0,00

per unit  kV

o

o

o

o

 . 
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Kako {to mo`e da se zabele`i, naponite presmetani na ovoj na-
~in nezna~itelno se razlikuvaat od presmetanite so uva`uvawe na ak-
tuelnite nenominalni prenosni odnosi na transformatorite i se do-
bieni so ist broj iteracii. 

4.6.8. Primer na presmetka spored verzijata BX  
na brziot metod so razdvojuvawe za sistem  
bez jazli so kontroliran napon 

Da se re{i primerot 4.4.4 so pomo{ na verzijata VH na brziot 
metod so razdvojuvawe i da se sporedat rezultatite dobieni so dvete 
verzii na metodot. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na napo-
nite da se prekrati vo iteracijata vo koja presmetanite injektirani 
aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od nivnite 
zadadeni vrednosti za pomalku od 0,1 MW, odnosno 0,1 Mvar. 

R e { e n i e :  

Matricata na admitanciite na sistemot e opredelena vo prime-
rot 4.4.4. 

Iterativnata postapka na ovaa verzija na brziot metod so raz-
dvojuvawe e identi~na so iterativnata postapka kaj verzijata HV. Raz-
likite pome|u dvete verzii se odnesuvaat samo na na~inot na formi-
rawe na matricite na koeficientite na sistemite ravenki (4.126 a) i 
(4.126 b). 

Najnapred, da ja formirame matricata ′B . 

Elementite od matricata ′B  se presmetuvaat spored (4.137) i 
(4.138): 

′ = ′ = − = −B B B12 21 12 4 00,  per unit  , 

′ = + = + =B B B11 12 13 4 00 3 00 7 00, , ,  per unit  , 

′ = + = + =B B B22 21 23 4 00 6 00 10 00, , ,  per unit  . 

Spored (4.139 a), za vondijagonalnite elementi na matricata ′′B  
sleduva: 

′′ = ′′ = − = −B B12 21
121
24 2

5 0
,

,  per unit  , 

a dijagonalnite elementi od matricata ′′B  se presmetuvaat spored 
(4.140): 
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′′ = + − ⋅ +



 ⋅ =−B11

6121
24 2

121
36 3

121 330 5785
2

330 5785
2

10 8 293333
, ,

, , ,  per unit , 

′′ = + − ⋅ +



 ⋅ =−B22

6121
24 2

121
1815

121 330 5785
2

165 2893
2

10 1163667
, ,

, , ,  per unit . 

Spored toa, za dadeniot primer matricite ′B  i ′′B  se: 

′ =
−

−








B

7 0 4 0
4 0 10 0

, ,
, ,

 ,        ′′ =
−

−








B

8 293333 5 0
5 0 11 63667

, ,
, ,

 . 

Bidej}i matricite ′B  i ′′B  ne se menuvaat vo tekot na iterativ-
niot proces i se simetri~ni, ravenkite (4.126 a) i (4.126 b) }e gi re{a-
vame so pomo{ na faktorizacijata LDLT. 

Soodvetnite faktori na matricite ′B  i ′′B  se: 

′ =
−








L

1 0
0 5714286 1,

,    ′ = 






D

7 0 0
0 7 714285
,

,
 

′′ =
−








L

1 0
0 6028938 1,

,    ′′ = 






D

8 293333 0
0 8 622198

,
,

 . 

Sega mo`eme da ja zapo~neme iterativnata postapka za pre-
smetka na naponite. 

Zemaj}i gi istite po~etni uslovi kako i vo primerot 4.6.6, t.e. 

U U1
0

2
0 10( ) ( ) ,= = per unit  ,    θ θ1

0
2

0 0 0( ) ( ) ,= = rad , 

U e3
01133 0 103= + = ⋅, ,j

110
 per unitj , 

gi presmetuvame injektiranite aktivni mo}nosti vo jazlite. Potoa gi 
presmetuvame soodvetnite razliki pome|u zadadenite i presmetanite 
injektirani aktivni mo}nosti (videte go primerot 4.6.6): 

∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 0 4
01

0 03
0 06

0 37
016

= − =
−






 −

−
−








 =

−






dadena presm.  . 

Bidej}i uslovot za prekinuvawe na iterativniot proces ne e ispolnet, 
ja re{avame ravenkata (4.126 a), t.e. 

7 0 4 0
4 0 10 0

0 37 1 0
0 16 1 0

1
0

2
0

, ,
, ,

, / ,
, / ,

( )

( )
−

−








⋅














=
−








∆

∆

θ

θ
 . 
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Faznite agli po prvata iteracija se: 

( )
( )

θ

θ

θ θ

θ θ
1

1

2
1

1
0

1
0

2
0

2
0

0 0 0 05666667
0 0 0 006666667

0 05666667
0 006666667

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,

,
,















=
+

+















=
+ −
+ −









=

−
−










∆

∆
 . 

Postapkata prodol`uva so vtorata poluiteracija vo koja se 
presmetuvaat modulite na naponite. Pritoa, najnapred, so presmetani-
te fazni agli od prvata poluiteracija i modulite na naponite od pret-
hodnata iteracija (vo ovoj slu~aj, pretpostavenite moduli) gi oprede-
luvame razlikite: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

0 0 0 25
010

0 03825283
0 2910891

0 2882528
0 3910891

= − =
−






 −

−








 =

−






dadena presm.  . 

Od dobienite rezultati se gleda deka ne e ispolnet uslovot 
(4.133 b) za zavr{uvawe na iterativniot proces. Poradi toa, procesot 
prodol`uva so re{avawe na ravenkata (4.126 b), koja{to vo slu~ajov e: 

8 293333 5 0
5 0 1163667

0 2882528 10
0 3910891 10

1
0

2
0

, ,
, ,

, / ,
, / ,

( )

( )
−

−








 ⋅












=
−








∆
∆

U
U

 , 

od kade {to gi opredeluvame prirastite na modulite na naponite vo 
prvata iteracija. Po vtorata poluiteracija od prvata iteracija modu-
lite na naponite se: 

( )
( )

U

U

U U

U U
1

1

2
1

1
0

1
0

2
0

2
0

1 0 0 01956258
1 0 0 02520276

0 9804374
1 025203

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,

,
,















=
+

+















=
+ −
+









 = 









∆

∆
 . 

Spored istata postapka se izveduvaat presmetkite vo dvete po-
luiteracii od vtorata iteracija. Pritoa i vo dvata slu~aja ne e ispol-
net uslovot za zavr{uvawe na iterativniot proces. Faznite agli i 
efektivnite vrednosti na naponite po vtorata iteracija se: 

θ

θ
1

2

2
2

0 04722605
0 01686009

( )

( )
,
,















=
−
−








  ,     

U

U
1

2

2
2

0 9797578
1 024923

( )

( )
,
,















= 






  . 

Na po~etokot na prvata poluiteracija od tretata iteracija gi 
presmetuvame razlikite: 

∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

2 2 0 4
0 1

0 4005491
0 09856360

0 0005491000
0 001436400

= − =
−






−

−






 =

−






dadena presm.  . 
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Presmetanata injektirana aktivna mo}nost vo jazolot 2 se raz-
likuva od zadadenata za pogolem iznos od ε, pa poradi toa preminuvame 
kon presmetka na faznite agli od tretata iteracija. Vo ovaa poluite-
racija, po re{avaweto na ravenkata: 

7 0 4 0
4 0 10 0

0 0005491000 0 9797578
0 001436400 1 024923

0 0005604444
0 001401471

1
2

2
2

, ,
, ,

, / ,
, / ,

,
,

( )

( )
−

−








⋅














= 






 = 









∆

∆

θ

θ
, 

faznite agli na naponite se: 

θ
θ

θ θ
θ θ

1
3

2
3

1 1

2 2

0 04722605 0 0002076006
0 01686009 0 0002231879

0 04701845
0 01663690

( )

( )

(2) (2)

(2) (2)
, ,
, ,

,
,













=
+
+













=
− +
− +








 =

−
−










∆
∆

 . 

Na po~etokot na poluiteracijata za presmetka na modulite na 
naponite gi opredeluvame razlikite: 

∆Q Q Q( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

2 2 0 25
0 10

0 2494365
0 09927192

0 0005635
0 00072808

= − =
−






−

−






 =

−






dadena presm.  . 

Od dobienite rezultati se gleda deka apsolutnite vrednosti na 
site razliki pome|u zadadenite i presmetanite injektirani reaktivni 
mo}nosti vo jazlite se pomali od ε. Zatoa so istite (tekovni) fazni ag-
li i moduli na naponite gi opredeluvame soodvetnite razliki za injek-
tiranite aktivni mo}nosti, koi{to iznesuvaat: 

∆P P P( )
( ) ( )

( ) ,
,

,
,

,
,

3 3 0 4
01

0 3999929
01000327

0 0000071
0 0000327

= − =
−






 −

−






 = 







dadena presm.  . 

Bidej}i i injektiranite aktivni mo}nosti vo jazlite se presmetani so 
zadovolitelna to~nost, iterativnata postapka ja prekinuvame po prva-
ta poluiteracija od tretata iteracija. Naponite vo jazlite 1 i 2 se: 

U = ⋅
⋅













= ⋅

⋅















−

−

−

−

0 9797578
1 024923

107 77

112 74

0 047018

0 016637
,
,

,

,

,

,
e

e
e

e

j

j

j2,69

j0,95
per unit  kV

o

o . 

Vo ovoj slu~aj do re{enieto dojdovme po 2,5 iteracii (3 poluite-
racii za faznite agli i 2 poluiteracii za modulite na naponite). Da 
zabele`ime deka za istiot sistem so verzijata HV na brziot metod so 
razdvojuvawe bea potrebni 3 iteracii. 
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4.6.9. Primer na presmetka spored verzijata BX  
na brziot metod so razdvojuvawe za sistem  
so jazli so kontroliran napon 

Da se re{i primerot 4.4.5 so pomo{ na verzijata VH na brziot 
metod so razdvojuvawe i da se sporedat rezultatite dobieni so dvete 
verzii na metodot. Procesot na iterativnoto presmetuvawe na napo-
nite da se prekrati vo iteracijata vo koja presmetanite injektirani 
aktivni i reaktivni mo}nosti vo jazlite se razlikuvaat od nivnite 
zadadeni vrednosti za pomalku od 0,1 MW, odnosno 0,1 Mvar. 

R e { e n i e :  

Postapkata za re{avawe zapo~nuva so fomirawe na matricata 
na admitancii na sistemot. Vo primerot 4.4.5 be{e formirana matri-
cata Y  i nejzinite delovi (realen i imaginaren) se: 

G =

−
−

−
−



















1 870005 0 0 1 870005
0 3 222351 3 222351

3 222351 0
1 870005 0

, ,
, ,
,

,

0
0 3,222351

0 1,870005

 , 

B =

−
−

−
−



















43 72744 0 40 34066 6 328479
0 31 43226 16 98216

40 34066 16 98216 60 41806 0
6 328479 0 18,77469

, , ,
, ,

, ,
,

13,44689
,

13,44689

 . 

Potoa gi formirame matricite ′B  i ′′B . Za ovoj primer redot 
na matricata ′B  e 3 (nepoznati se faznite agli kaj jazlite A, B i C). 

Ako gi usvojime istite bazni golemini kako i vo primerot 4.4.5, 
impedanciite na transformatorite T1 i T2, svedeni na naponskoto ni-
vo 110 kV, iznesuvaat: 

ZT1 j  = 9 698333, Ω  , 

a prenosnite odnosi, vo edini~ni vrednosti, se ednakvi na: 

m m3 1 2 4

213 4
115
220
110

0 9278261− −= = =

,

,  per unit  . 

Od (4.137), za vondijagonalnite elementi na matricata ′B , vo 
verzijata BX na brziot metod so razdvojuvawe, sleduva: 
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′ = ′ = − =B B B12 21 12 0 0,   , 

′ = ′ = − = −B B B13 31 13 40 34066,   , 

′ = ′ = − = −B B B23 32 23 16 98216,   . 

Spored (4.138), za dijagonalnite elementi od matricata ′B  pre-
smetuvame: 

′ = + + =B B B B11 12 13 14 46 66914,   , 

′ = + + =B B B B22 21 23 24 30 42905,   , 

′ = + + =B B B B33 31 32 34 57 32282,  . 

Redot na matricata ′′B  e opredelen so brojot na nepoznati modu-
li na naponite. Vo sistemite vo koi postojat jazli so kontroliran na-
pon, toj broj e ednakov na brojot na nepoznati fazni agli, namalen za 
brojot na jazli so kontroliran napon. Vo dadeniot primer vo jazolot C 
e poznat modulot na naponot, pa zaradi toa matricata ′′B  }e bide so di-
menzija 2 2× . Nejzinite redici i koloni }e odgovaraat na jazlite A i 
B. 

Bidej}i pome|u jazlite A i B (t.e. 1 i 2) nema element {to di-
rektno gi povrzuva, spored (4.139 a) }e bide: 

′′ = ′′ =B B12 21 0 . 

Dijagonalnite elementi na matricata ′′B  gi presmetuvame spo-
red (4.140). Imaj}i gi predvid parametrite na elementite na sistemot 
presmetani vo primerot 4.4.5, dobivame: 

′′ = + + ⋅
⋅

− ⋅
′

+
′











− ⋅

=

− − −

− −
−

B
Z

X

Z

X

Z

m X

Z
Y Y

Y

11
110

1 4

110

1 4

110

3 1

110
1 4 1 4

3

3

2 2
3

44 28008

3 1

bazna bazna bazna

bazna

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )Im

,

a b

a b

T2

 per unit  ,

 

′′ = +
⋅

− ⋅
′








−

=
− −

−
−B

Z

X

Z

m X
Z

Y
Y22

220

2 3

110

2 4
220

2 3
22

32 04370

2 4
bazna bazna

bazna
( ) ( )

( ) Im

,

( )
T2

 per unit  .
 

Kone~no, matricite ′B  i ′′B  se: 
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′ =
−
−

− −

















B
46 66914 0 40 34066

0 30 42905 16 98216
40 34066 16 98216 57 32282

, ,
, ,

, , ,
 ,    ′′ = 







B

44 28008 0
0 32 04370

,
,

 . 

Bidej}i matricata ′′B  e dijagonalna, re{enieto na ravenkata 
(4.126 b) se dobiva direktno, a ravenkata (4.126 a) }e ja re{avame so po-
mo{ na faktorizacija LDLT , zatoa {to matricata ′B  e simetri~na. 
Faktorite L  i D  }e gi presmetame so postapkata objasneta vo potpo-
glavjeto A.4, i ilustrirana vo primerot 4.6.7. 

Vo dadeniot primer, faktorite na matricata ′B  se: 

L =
− −

















1 0 0
0 1 0

0 8643969 0 5580905 1, ,
 , 

D =
















46 66914 0 0
0 30 42905 0
0 0 12 97490

,
,

,
 . 

Iterativnata postapka za presmetka na naponite ja zapo~nuvame 
so usvojuvawe na po~etnite vrednosti na faznite agli i modulite na 
naponite vo jazlite: 

U U1
0

2
0 1 0( ) ( ) ,= = per unit  ,    θ θ1

0
2

0 0 0( ) ( ) ,= = rad  , 

U3
210 0 9545454= =
220

per unit,  ,    θ 3
0 0 0( ) ,= rad  , 

a naponot vo jazolot D e ednakov na: 

U e4
0115 0

1 045455=
+

= ⋅
j

110
 per unitj,  . 

Vo tabelite 4.9 i 4.10 se prika`ani rezultatite od presmetkite 
na faznite agli i modulite na naponite vo iteraciite {to sledat. Od 
tabelata 4.9 se gleda deka na po~etokot na prvata poluiteracija od ~et-
vrtata iteracija apsolutnite vrednosti na site razliki pome|u zadade-
nite i presmetanite aktivni mo}nosti vo jazlite se pomali od ε, pa po-
radi toa se presmetani i soodvetnite razliki za reaktivnite mo}nos-
ti. Bidej}i i razlikite za reaktivnite mo}nosti se po apsolutna vred-
nost pomali od ε, postapkata ja prekinuvame na po~etokot od ~etvrtata 
iteracija, a za kone~ni vrednosti na faznite agli i modulite na napo-
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nite gi usvojuvame vrednostite presmetani na krajot od tretata itera-
cija, t.e. 

U =

⋅
⋅
⋅
⋅





















=

⋅

⋅

⋅

⋅























−

−

−

−

−

−

0 9957522
0 9657648
0 9545454

1 045455

109 53

212 47

210 00

115 00

0 123887

0 045147

0 081931

0 0
4 69

,
,
,
,

,

,

,

,

,

,

,

,
,

e
e
e
e

e

e

e

e

j

j

j

j

j7,10

j2,59

j

j0,00

per unit  kV

o

o

o

o

 . 

Tabela 4.9   Rezultati od iterativnoto presmetuvawe na faznite agli 

Jazol 
i 

∆Pi
( )ν−1  ∆Qi

( )ν−1  ∆P Ui i
( ) ( )/ν ν− −1 1 ∆θ ν

i
( )−1  θ ν

i
( )  

Iteracija ν=1; prva poluiteracija 

1 (A) €€−2,415000 - −2,415000 −0,1167139 −0,1167139

2 (B)   −0,1464705 - −0,1464705 −0,04675870 −0,04675870

3 (C)     1,139813 -   1,194090 −0,07515839 −0,07515839

Iteracija ν=2; prva poluiteracija 

1 (A) −0,06023240 - −0,06045113 −0,006956691 −0,1236706

2 (B)   0,1540781 -   0,1595474   0,001588040 −0,04517066

3 (C) −0,1162325 - −0,1217674 −0,006549513 −0,08170791

Iteracija ν=3; prva poluiteracija 

1 (A) −0,001101971 - −0,001106630 −0,0002166917 −0,1238873

2 (B)   0,004356278 -   0,004510797 0,00002364428 −0,04514701

3 (C) −0,004254937 - −0,004457553 −0,0002232533 −0,08193117

Iteracija ν=4; prva poluiteracija 

1 (A) −0,000013 −0,000068 - - - 

2 (B)   0,000084   0,000012 - - - 

3 (C) −0,000034 - - - - 

 
Tabela 4.10  Rezultati od iterativnoto presmetuvawe na modulite na naponite 

Jazol i ∆Pi
( )ν−1  ∆Qi

( )ν−1  ∆Q Ui i
( ) ( )/ν ν− −1 1  ∆Ui

( )ν−1  Ui
( )ν  

Iteracija ν=1; vtora poluiteracija 

1 (A) - €−0,1602173 €−0,1602173 −0,003618270 0,9963817 



189 

2 (B) - −1,098467 −1,098467 −0,03428027 0,9657197 

Iteracija ν=2; vtora poluiteracija 

1 (A) - −0,02612102 −0,02621588 −0,0005920467 0,9957897 

2 (B) -   0,0007747118   0,0008022119   0,00002503493 0,9657447 

Iteracija ν=3; vtora poluiteracija 

1 (A) - −0,001653790 −0,001660783 −0,00003750632 0,9957522 

2 (B) -   0,0006204964   0,0006425056  0,00002005092 0,9657648 
 

Injektiranata reaktivna mo}nost vo jazolot so kontroliran na-
pon C i injektiranata kompleksna mo}nost vo jazolot D }e gi presmeta-
me so pomo{ na ravenkite (4.62) i (4.63). Ottamu sleduva: 

Q3 1 205202 120 5= , , per unit =  Mvar  , 

( ) ( )S 4 1 538921 0 1791872= +, ,j  per unit = 153,9 + j17,9 MVA  . 

Vo ovoj primer na primena na verzijata VH brojot na iteracii e 
ednakov so brojot na iteracii potreben za re{avawe na istiot sistem 
so verzijata HV (primer 4.6.7). Da se potsetime, prednosta na verzijata 
VH, vo odnos na verzijata HV, e vo slu~aite koga odnosot X/R za elemen-
tite od mre`ata e relativno nizok. Vo razgleduvanata mre`a vodovite 
se so relativno golem presek (360 mm2 za 220 kV i 240 mm2 za 110 kV), a 
postojat i ~etiri transformatori za koi, pri modeliraweto, e zanema-
rena nadol`nata aktivna otpornost. Poradi toa verzijata VH ne poka-
`uva podobri rezultati od verzijata HV. 

Vrz osnova na naponite na jazlite presmetani so iterativnata 
postapka se presmetani tekovite na mo}nostite vo elementite. Pre-
smetkite se napraveni na identi~en na~in kako i vo primerot 4.4.5, a 
rezultatite od presmetkite se prika`ani vo tabelata 4.11. 

Vkupnite zagubi vo mre`ata se: 

∆ ∆ ∆ ∆P P P P= + +− − −1 4 1 4 2 3( ) ( )a b =  0,03888398 per unit =3,9 MW ,  

∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆Q Q Q Q Q Q= + + + + ⋅
=

− − − − −1 4 1 4 2 3 2 4 1 33( ) ( )a b
 0,1344486 per unit =13,4 Mvar .
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Tabela 4.11  Raspredelba na mo}nostite i zagubite 

Element 
k l−  

Mo}nost 
Sk l−  

per unit 

Mo}nost 
Sl k−  

per unit 

Zagubi na mo}nost 
∆Sk l−  
per unit 

C−A 0,5360902+j0,4354100 −0,5360902−j0,3992901 0,0000000+j0,03611985 

D−A (a) 0,4439830+j0,05128423 −0,4276445−j0,02728525 0,0163853+j0,02399897 

D−A (b) 0,4821928+j0,05452933 −0,4640719−j0,02477248 0,01812088+j0,02975685

B−C 0,6126610+j0,04543299 −0,6082364−j0,1010279 0,004424572−j0,05559493 

D−B 0,6127449+j0,07337242 −0,6127449−j0,04544424 0,0000000+j0,02792819 

 

4.7. Metod so matrica na impedanciite na sistemot 

4.7.1. Zemjata e referenten jazol 

Nabquduvame elektroenergetski sistem kako na slikata 4.10. 
Poznati se efektivnata vrednost i fazniot agol na naponot na jazolot 
5. Za drugite jazli se poznati injektiranite aktivni i reaktivni mo}-
nosti, t.e. tie se jazli od tipot PQ. 

Pred da zapo~ne procesot na iterativnoto presmetuvawe na na-
ponite na jazlite, zemame deka efektivnite vrednosti na naponite na 
site jazli, osven na jazolot so poznat napon (vo slu~ajov jazolot 5), se 
ednakvi na nominalniot napon. Faznite agli na naponite na site jazli 
gi zemame ednakvi na nula. Vsu{nost, kako i vo drugite metodi, na po-
~etokot se koristi t.n. ìramen startí. Potoa, poznatite injektirani 
mo}nosti vo jazlite gi simulirame so impedancii, {to }e gi nareku-
vame simulacioni impedancii. Injektiranata mo}nost vo jazolot i ja 
pretstavuvame so simulaciona impedancija presmetana spored ravenka-
ta: 

( ) ( )
Z U

P Q ii
i i

− = − =0 1 4nom.
2

dadena dadenaj , , , . (4.168) 

Simulacionite impedancii, zaedno so impedanciite na π-ekvi-
valentnite {emi na vodovite i transformatorite, se koristat za for-
mirawe matrica na impedanciite na sistemot. Pri formiraweto na 
taa matrica zemjata se zema za referenten jazol. 
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Vo sekoja iteracija od procesot na iterativnoto presmetuvawe 
na naponite se presmetuvaat naponite na jazlite. Za taa cel se koristi 
sistemot ravenki: 

Z I Z I Z I Z I Z I U
Z I Z I Z I Z I Z I U
Z I Z I Z I Z I Z I U
Z I Z I Z I Z I Z I U
Z I Z I Z I Z I Z I U

11 1 12 2 13 3 14 4 15 5 1

21 1 22 2 23 3 24 4 25 5 2

31 1 32 2 33 3 34 4 35 5 3

41 1 42 2 43 3 44 4 45 5 4

51 1 52 2 53 3 54 4 55 5 5

+ + + + =
+ + + + =
+ + + + =
+ + + + =
+ + + + =

 

.

 (4.169) 

Vo ravenkite (4.169) so Ii  e ozna~ena injektiranata struja vo jazolot i. 

Vo prvata iteracija se ednakvi na nula injektiranite strui vo 
site jazli, osven vo jazolot 5. Toa e posledica na faktot deka pri pret-
postavenite vrednosti na naponite na jazlite, mo}nostite vo simula-
cionite impedancii se ednakvi so soodvetnite vrednosti na dadenite 
injektirani mo}nosti. Injektiranata struja vo jazolot 5 se opredeluva 
od pettata ravenka na sistemot (4.169), bidej}i naponot na jazolot 5 e 
poznat. Potoa, od ostanatite ravenki se presmetuvaat novite vred-
nosti na naponite na jazlite. Dokolku apsolutnite vrednosti na 
prirastite na realnite delovi na site naponi na jazlite se pomali od 
zadadenata tolerancija i istoto va`i i za imaginarnite delovi na tie 
naponi, novite vrednosti na naponite se smetaat za baranoto re{enie 
i procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite se prekratuva. 
Dokolku ovoj uslov ne e ispolnet, presmetkite prodol`uvaat so sled-
nata iteracija. Prethodniot uslov za prekratuvawe na procesot na ite-
rativnoto presmetuvawe na naponite mo`e da se izrazi so relacijata 
(4.43 b). Namesto toj uslov mo`e da se koristi i uslovot (4.43 a). No, 
treba povtorno da se naglasi deka za isto ε dvata uslova ne obezbeduva-
at ednakva to~nost. 

Osven vo prvata, na po~etokot na sekoja iteracija najnapred se 
presmetuvaat mo}nostite anga`irani vo simulacionite impedancii, 
t.e. 

P Q U
Z ii i

i
i

− −
−

+ = =0 0
2

0
1 4j , , , . (4.170) 

Potoa za sekoj jazol so zadadena injektirana aktivna i reaktivna mo}-
nost se presmetuva razlikata pome|u zadadenata kompleksna injektira-

rubin
Typewritten Text
*
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na mo}nost vo jazolot i sumata na kompleksnite mo}nosti so koi se vr-
{i simulacija, t.e. se presmetuva: 

( ) ( )∆ ∆P Q P Q P Q U I

i
i i i i i i i i+ = + − − −

=
− −j j j

 
dadena dadena

.

0 0

1 4

*

, ,
 (4.171) 

Rezultatot od ravenkata (4.171) se koristi za opredeluvawe na 
prirastot na injektiranata struja vo jazolot. Zemaj}i deka e: 

U I P Q ii i i i∆ ∆ ∆* , , ,= + =j 1 4 , (4.172) 

za prirastite na injektiranite strui dobivame: 

∆ ∆ ∆I P Q
U ii

i i
i

= +





=j *
, , ,1 4 . (4.173) 

Novopresmetanite prirasti na injektiranite strui se dodavaat 
na starite vrednosti na tie strui i na toj na~in se dobivaat nivnite 
novi vrednosti, t.e. 

( ) ( )I I I ii i inova stara= + =∆ , , ,1 4 . (4.174) 

So novopresmetanite vrednosti na injektiranite strui se pre-
smetuvaat novite vrednosti na naponite na jazlite. Za taa cel se ko-
ristat ravenkite (4.169). Od poslednata ravenka na sistemot (4.169) 
najnapred se opredeluva injektiranata struja vo jazolot 5, a potoa od 
ostanatite ravenki se opredeluvaat novite vrednosti na naponite na 
jazlite. Otkako }e se presmetaat novite vrednosti na naponite, sledu-
va proverka dali e zadovolen kriteriumot za zavr{uvawe na procesot 
na iterativnoto presmetuvawe na naponite. Toa se pravi na na~in 
prethodno opi{an vo ova potpoglavje, odnosno so proverka na uslovot 
(4.43 a) ili (4.43 b), no mo`e da se koristi i uslovot (4.89). Ako krite-
riumot za zavr{uvawe na iterativnoto presmetuvawe na naponite ne e 
zadovolen, presmetkovniot proces prodol`uva so slednata iteracija. 

Ovoj metod se odlikuva so dobra konvergencija. Ne mu pre~at 
elementi so negativni reaktancii, duri ni elementi so impedancija 
ednakva na nula. No, metodot ima i nepovolni osobini. Prvo, obemot 
na presmetuvawata neophodni za opredeluvawe na matricata na impe-
danciite na sistemot e relativno golem. Vtoro, matricata na impedan-
ciite na sistemot e polna matrica (t.e. matrica bez elementi ednakvi 
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na nula), {to, osobeno kaj golemite sistemi, uslovuva presmetkata na 
naponite da se izveduva so golem obem na matemati~ki operacii. Tre-
to, dobrite osobini na metodot zna~itelno se vlo{uvaat ako vo siste-
mot ima jazli so kontroliran napon (slu~aj {to ne e razgleduvan vo 
ramkite na ova potpoglavje). 

4.7.2. Jazolot so poznat napon e referenten 

Dokolku pri formiraweto na matricata na impedanciite na 
sistemot se zeme jazolot so poznat napon da bide referenten, postap-
kata za formirawe na taa matrica }e bide zna~itelno olesneta. Prvo, 
ne se presmetuvaat napre~nite impedancii so koi se simuliraat opto-
varuvawata vo jazlite, nitu tie impedancii se zemaat predvid pri for-
miraweto na matricata na impedanciite na sistemot. Vtoro, pri for-
miraweto na taa matrica ne se zemaat predvid napre~nite granki, bilo 
da se raboti za napre~nite granki od π-ekvivalentnite {emi na vodo-
vite i transformatorite, bilo da se raboti za napre~ni elementi kako 
{to se reaktori ili kondenzatori. Nivnoto postoewe se uva`uva pre-
ku ekvivalentni injektirani strui. 

Pred da zapo~ne procesot na iterativnoto presmetuvawe na na-
ponite, na nepoznatite naponi na jazlite im se dodeluvaat po~etni 
vrednosti, pri {to se koristi t.n. ìramen startí. 

Da ja ozna~ime so Yi−0  sumata na admitanciite na site napre~ni 

granki kaj jazolot i, nezavisno od toa dali tie se napre~ni reaktori, 
napre~ni kondenzatori ili napre~ni granki na π-ekvivalentnite {emi 
na vodovite i/ili transformatorite. Vo sekoja iteracija, za sekoj ja-
zol osven jazolot {to e zemen za referenten, presmetuvame t.n. ekviva-
lentna injektirana struja. Ekvivalentnata injektirana struja vo ja-
zolot i ja definirame kako suma od dve komponenti, spored ravenkata: 

( ) ( )
I

P Q

U
Y U ii

i i

i
i i=

−
− ⋅ =−

dadena dadenaj
 ;   * , ,0 1 4 . (4.175) 

Taka presmetanite ekvivalentni injektirani strui se zamenuva-
at vo ravenkite za presmetuvawe na naponite na jazlite. Tie naponi se 
presmetuvaat so ravenkite: 
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Z I Z I Z I Z I U U
Z I Z I Z I Z I U U
Z I Z I Z I Z I U U
Z I Z I Z I Z I U U

11 1 12 2 13 3 14 4 1 5

21 1 22 2 23 3 24 4 2 5

31 1 32 2 33 3 34 4 3 5

41 1 42 2 43 3 44 4 4 5

+ + + = −
+ + + = −
+ + + = −
+ + + = −

 

.

 (4.176) 

Sleduva presmetka na razlikite pome|u novite i starite vred-
nosti na kompleksnite naponi na jazlite. Dokolku apsolutnite vred-
nosti na prirastite na realnite delovi na site naponi na jazlite se 
pomali od zadadenata tolerancija i istoto va`i i za imaginarnite de-
lovi na tie naponi, novite vrednosti na naponite se smetaat za barano-
to re{enie i procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite se 
prekratuva. Navedeniot uslov za prekratuvawe na procesot na itera-
tivnoto presmetuvawe na naponite mo`e da bide napi{an vo forma na 
relacijata (4.43 b). Namesto toj uslov, ponekoga{, mo`e da bide po-
prakti~no da se koristi uslovot izrazen so relacijata (4.43 a). Dokol-
ku uslovot za prekratuvawe na procesot na iterativnoto presmetuvawe 
na naponite ne e ispolnet, presmetkite prodol`uvaat so slednata ite-
racija. Vo nea, najnapred, so pomo{ na ravenkata (4.175) se presmetu-
vaat ekvivalentnite injektirani strui. Potoa, so pomo{ na ravenkite 
(4.176) se presmetuvaat naponite na jazlite. 

Procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite prodol`u-
va na opi{aniot na~in s¢ dodeka ne bide zadovolen kriteriumot za za-
vr{uvawe na iterativniot proces. Treba da se zabele`i deka tuka na-
vedenite kriteriumi za zavr{uvawe na iterativniot proces se ednakvi 
na tie navedeni kaj Gaus-Zajdeloviot metod. No, nema ograni~uvawa za 
koristewe i na drugi soodvetni kriteriumi. 

4.7.3. Primer na presmetka spored metodot so matrica  
na impedanciite na sistemot 

Da se re{i primerot 4.4.4 so pomo{ na metodot so matrica na 
impedanciite na sistemot, ako referenten jazol e jazolot so poznat 
napon. 

R e { e n i e :  

Postapka za presmetka na naponite so pomo{ na metodot so mat-
rica na impedanciite na sistemot koga jazolot so poznat napon e refe-
renten jazol se izveduva na toj na~in {to vo sekoja iteracija naponite 
na jazlite se presmetuvaat od ravenkite (4.176). 
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Ekvivalentnite injektirani strui vo jazlite gi presmetuvame 
na po~etokot na sekoja iteracija so pomo{ na ravenkata (4.175). 

Kriteriumot za zavr{uvawe na iterativnata postapka e identi-
~en kako i kaj Gaus-Zajdeloviot metod: najgolemiot prirast na realni-
te i imaginarnite delovi na naponite po apsolutna vrednost da bide 
pomal od tolerancijata koja za dadeniot primer iznesuva 0,00001 per 
unit, za bazen napon 110 kV. 

Pred da zapo~neme so presmetka na naponite, treba da ja formi-
rame matricata na impedanciite na sistemot. Pri formiraweto na 
matricata Z  treba da se ignoriraat site napre~ni granki zatoa {to 
nivnoto vlijanie e zemeno predvid vo ekvivalentnite injektirani 
strui vo jazlite. 

Matricata Z  mo`eme da ja formirame na dva na~ina. Prviot na-
~in e da se iskoristi relacijata (3.20). Spored taa relacija, ako so 
Ypom.  ja ozna~ime matricata na admitanciite na sistemot dobiena koga 

referenten e jazolot so poznat napon i pri ~ie formirawe ne se zeme-
ni predvid admitanciite na napre~nite granki kaj jazlite, matricata 
na impedanciite na sistemot e ednakva na: 

Z Y= pom.
-1  

Matricata Ypom.  mo`eme da ja dobieme so identi~na postapka 

kako i matricata Y , so uva`uvawe na prethodnite pretpostavki. Pri-
toa, bidej}i za referenten treba da se zeme jazolot so poznat napon, di-
menzijata na matricata Ypom. , a naedno i dimenzijata na matricata Z , 

}e bide za eden pomala od dimenzijata na matricata Y , odnosno 
( ) ( )n n− × −1 1 . 

Me|utoa, ako ve}e e poznata matricata Y , taa }e ja iskoristime 
i za formirawe na matricata Ypom. . 

Ne e te{ko da se poka`e deka sumata na admitanciite na napre~-
nite granki kaj jazolot i, koja{to vo (4.175) e ozna~ena so Yi−0 , mo`e da 

se dobie so sumirawe na elementite od redicata (odnosno kolonata) i 
od matricata Y . Ovie admitancii }e bidat iskoristeni i za presmetka 
na ekvivalentnite injektirani strui vo jazlite. Spored toa, ako vo 
matricata Y  gi izostavime redicata i kolonata {to odgovaraat na 
jazolot so poznat napon i ako od dijagonalnite elementi gi odzememe 
soodvetnite admitancii Yi−0 , }e ja dobieme matricata Ypom. , t.e. 
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Y Y Y i nii ii i( ) , ,pom. = − = −−0 1 1  ,     ; 

Y Y i k n i kik ik( ) , , , ;pom. = = − ≠  ;    1 1  ; 

kade {to e 

Y Y i ni ik
k

n

−
=

= = −∑0
1

1 1  ;    , ,  . 

Vo primerot 4.4.4 be{e opredelena matricata Y  i taa e: 

Y =
− − + − +

− + − − +
− + − + −

















3 00 6 96 2 00 4 00 1 00 3 00
2 00 4 00 4 00 9 97 2 00 6 00
1 00 3 00 2 00 6 00 3 00 8 97

, , , , , ,
, , , , , ,
, , , , , ,

j j j
j j j
j j j

 . 

Od matricata Y  gi opredeluvame ekvivalentnite admitancii na 
napre~nite granki kaj jazlite 1 i 2: 

( ) ( ) ( )
Y Y Y Y1 0 11 13 13

3 0 6 96 2 0 4 0 1 0 3 0 0 04
− = + +

= − + − + + − + =, , , , , , ,j j j j  per unit ,
 

( ) ( ) ( )
Y Y Y Y2 0 21 22 23

2 0 4 0 9 97 2 0 0 0 03
− = + +

= − + + − + − + =, , , , , ,j4,0 j j6 j  per unit .
 

Potoa gi opredeluvame elementite od matricata Ypom. : 

( ) ( )Y Y Y11 11 1 0 3 0 6 96 0 04 3 0 7 0( ) , , , , ,pom. = − = − − = −− j j j  per unit  , 

( ) ( )Y Y Y22 22 2 0 4 0 0 03 4 0 0( ) , , , ,pom. = − = − − = −− j9,97 j j10  per unit  , 

( )Y Y Y12 21 12 2 0 4 0( ) ( ) , ,pom. pom.= = = − + j  per unit  . 

Baranata matrica na impedanciite na mre`ata }e ja dobieme so 
inverzija na matricata Y pom., t.e. 

Z =
− − +

− + −










−3 0 2 0 4 0
2 0 4 0 4 0 10 0

1, , ,
, , , ,

j7,0 j
j j

. 

Za inverzija na prethodnata matrica mo`eme da go iskoristime 
metodot na [ipli-Kolman (videte Dodatok A). Ovoj metod ovozmo`uva 
inverznata matrica da go zazema istiot memoriski prostor kako i 
po~etnata matrica. Zaradi toa na po~etokot od presmetkite }e zememe 
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deka elementite od matricata Z  se ednakvi na elementite od matrica-
ta Ypom. . 

Inverznata matrica ja dobivame so onolku ~ekori kolku {to e 
nejzinata dimenzija. Vo sekoj ~ekor opredeluvame redica (odnosno ko-
lona) od matricata koja ja narekuvame glavna redica. Kako glavna ja od-
birame redicata vo koja dijagonalniot element e razli~en od nula. 
Pritoa sekoja redica samo edna{ mo`e da bide izbrana za glavna 
redica. Vo sekoj ~ekor razlikuvame ~etiri pot~ekori. 

Vo dadeniot primer, vo prviot ~ekor za glavna }e ja odbereme 
prvata redica od matricata. Potoa, vo prviot pot~ekor, ja opredeluva-
me novata vrednost na dijagonalniot element vo glavnata redica: 

Z
Z11

11

1 1
3 7

0 05172413 0 1206897( )
( )

, ,nov
star

= − = −
−

= − −
j

j . 

Vo vtoriot pot~ekor gi presmetuvame novite vrednosti na von-
dijagonalnite elementi od glavnata redica. Taka dobivame: 

( ) ( )Z Z Z12 12 11 2 0 4 0 0 05172413 0 1206897
0 5862069 0 03448278

( ) ( ) , , , ,
, ,

nov star= ⋅ = − + ⋅ − −
= +

j j
j   .

 

Vo tretiot pot~ekor gi presmetuvame novite vrednosti na site 
elementi nadvor od glavnata redica i kolona. Vo ovoj slu~aj e: 

( ) ( ) ( )
Z Z Z Z22 22 21 12

4 0 10 0 2 0 4 0 0 5862069 0 03448278
2 689655 7 724138

( ) ( )

, , , , , ,
, ,

nov star= + ⋅

= − + − + ⋅ +
= −

j j j
j  .

 

Vo ~etvrtiot pot~ekor gi presmetuvame novite vrednosti na 
vondijagonalnite elementi od glavnata kolona. Bidej}i matricata na 
impedanciite e simetri~na, vo ovoj pot~ekor ednostavno }e gi prepi-
{eme vrednostite na vondijagonalnite elementi od glavnata redica, 
t.e. 

Z Z21 12 0 5862069 0 03448278= = +, ,j  . 

Vo vtoriot ~ekor za glavna ja opredeluvame vtorata redica. 
Novata vrednost na dijagonalniot element vo vtorata redica }e bide: 

Z
Z22

22

1 1
2 689655 7 724138

0 04020618 0 1154639( )
( ) , ,

, ,nov
star

= − = −
−

= − −
j

j . 

Vo vtoriot pot~ekor gi presmetuvame novite vrednosti na von-
dijagonalnite elementi vo glavnata redica: 
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( ) ( )
Z Z Z21 21 22

0 5862069 0 03448278 0 04020618 0 1154639
0 01958762 0 06907216

( ) ( )

, , , ,
, ,

nov star= ⋅

= + ⋅ − −
= − −

j j
j  .

 

Vo sledniot pot~ekor gi opredeluvame novite vrednosti na ele-
mentite nadvor od glavnata redica i kolona: 

( )
( ) ( )

Z Z Z Z11 11 12 21 0 05172413 0 1206897

0 5862069 0 03448278 0 01958762 0 06907216
0 06082473 0 1618557

( ) ( ) , ,

, , , ,
, ,

nov star= + ⋅ = − −

+ + ⋅ − −
= − −

j

j j
j  ,

 

a vo posledniot pot~ekor ja opredeluvame novata vrednost na vondija-
gonalniot element na glavnata kolona: 

Z Z12 21 0 01958762 0 06907216= = − −, ,j  . 

Bidej}i site redici vo matricata bile izbrani za glavni, po-
stapkata e zavr{ena, a elementite na inverznata matrica imaat spro-
tivni znaci od elementite presmetani vo postapkata za inverzija. 

Spored toa, matricata na impedanciite pri ~ie formirawe za 
referenten jazol e zemen jazolot so poznat napon, e: 

Z =
+ +
+ +











0 06082473 0 01958762
0 01958762 0 04020618 0 1154639

, ,
, , ,

j0,1618557 j0,06907216
j0,06907216 j

. 

Vtoriot na~in za formirawe na matricata na impedanciite na 
sistemot bi bil spored postapkata za postapno formirawe na matrica-
ta Z , objasneta vo potpoglavjeto 3.6. i primerot 3.6.4. 

Impedanciite na elementite na razgleduvaniot sistem vo 
edini~ni vrednosti se: 

( )Z 1 2
12 10 24 20

0 10 0 20− =
+

= +
, ,

, ,
j

121
j  per unit, 

( )Z 1 3
12 10 36 30

0 10 0 30− =
+

= +
, ,

, ,
j

121
j  per unit, 

( )Z 2 3
6 05 18 15

0 05 0 15− =
+

= +
, ,

, ,
j

121
j  per unit. 

Vo prviot i vtoriot ~ekor kon referentniot jazol gi dodavame 
grankite od stebloto 3−1 i 3−2. Po vtoriot ~ekor matricata na delum-
niot sistem Zdel.2  e: 



199 

Z del .
,

, ,2
0 10 0

0 0 05 0 15
=

+
+







j0,30
j

. 

Vo tretiot ~ekor ja dodavame preostanatata granka od sistemot, 
t.e. grankata 1−2. Bidej}i grankata 1−2 e spojnica, novite vrednosti na 
elementite od matricata Z  gi opredeluvame so pomo{ na ravenkata 
(3.49). Pomo{nata kolona ja dobivame kako razlika pome|u soodvetnite 
koloni od delumniot sistem {to odgovaraat na krajnite jazli od spoj-
nicata. Vo slu~ajov, pomo{nata kolona ja dobivame kako razlika po-
me|u prvata i vtorata kolona od matricata na delumniot sistem, t.e.: 

Z pom. kolona =
+

− −






0 10
0 05 0 15

,
, ,

j0,30
j

 , 

a pomo{niot skalar Zpom.  se opredeluva od (3.45): 

Z Z Z Zpom pom. kolona pom. kolona= − + −(1) (2) 1 2  , 

( ) ( ) ( ) ( )Z pom = + − − − + + = +0 10 0 30 0 05 0 15 0 10 0 20 0 25, , , , , , ,j j j j0,65   .  

Kone~no, za novite elementi od matricata na impedanciite na 
sistemot, vo edini~ni vrednosti, so pomo{ na ravenkata (3.47), presme-
tuvame: 

( ) ( )
Z Z

Z

Z11 11
1

2
0 1 0

0 10 0 30

0 06082474

= − = + −
+

= +

( )
( ) ,

, ,

,

star
pom.kolona
2

pom.
j ,3

j
0,25 + j0,65

j0,1618557  ,

 

( ) ( )

Z Z Z
Z Z

Z12 21 12
1 2

0 0
0 1 0 3 0 05 0 15

0 25
0 01958763

= = −
⋅

= −
+ ⋅ − −

+
= +

( )
( ) ( )

,
, , , ,

,
,

star
pom. kolona pom. kolona

pom.

j j
j0,65

j0,06907216  ,

 

( ) ( )

Z Z
Z

Z22 22
2

2
0 05 15

0 05
0 25 0 65

0 04020619 1154639

= −

= + −
− −

+
= +

( )
( )

, ,
,
, ,

,

star
pom. kolona
2

pom.

j0
j0,15
j

j0,   .
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Kako {to mo`e da se zabele`i, za razgleduvaniot sistem, vtori-
ot na~in na formirawe na matricata na impedanciite na jazlite e po-
ednostaven i bara pomalku presmetkovni operacii. 

Sega mo`eme da go zapo~neme iterativniot proces za presmetka 
na naponite. Za po~etni vrednosti na naponite vo jazlite 1 i 2 usvoju-
vame: 

( ) ( ) ( )U U1
0

2
0 1 0 0 0= = +, ,j  per unit, 

dodeka naponot vo jazolot 3 e: 

( )U 3
113 3

110
1 03 0=

+
= +

,
,

j0
j  per unit  . 

So aktuelnite vrednosti na naponite gi opredeluvame ekviva-
lentnite injektirani strui vo jazlite: 

( )
( ) ( )

I
P Q

U
Y U1

0 1 1

1
0

1 0 1
0

0 40 0 25
1 0 0 0

0 04 1 0 0 0 0 4 0 21

( ) ( ) ( )

( ) *
( )

, ,
, ,

, , , , , ,

=
−

− ⋅

=
− +

+
− ⋅ + = − +

−
dadena dadenaj

j
j

j j j

 

( )
( ) ( )

I
P Q

U
Y U2

0 2 2

2
0

2 0 2
0

0 1 0 1
1 0 0 0

0 03 1 0 0 0 0 1 0 13

( ) ( ) ( )

( ) *
( )

, ,
, ,

, , , , , .

=
−

− ⋅

=
−
+

− ⋅ + = −

−
dadena dadenaj

j
j

j j j

 

Naponite vo jazlite gi opredeluvame so pomo{ na ravenkite 
(4.176), koi{to napi{ani vo matri~na forma se: 

U

U

U
U

Z Z
Z Z

I

I
1
1

2
1

3

3

11 12

21 22

1
0

2
0

( )

( )

( )

( )















=








+









⋅














 , 

t.e. 

U

U
1
1

2
1

1 03
1 03

0 06082474 0 01958763
0 01958763 0 04020619 0 1154639

0 4 0 21
0 1 0 13

( )

( )
,
,

, ,
, , ,

, ,
, ,













= 





+
+ +
+ +






⋅

− +
−







 
j0,1618557 j0,06907216
j0,06907216 j

j
j

 ,
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od {to sleduva: 

( ) ( )
( ) ( )

U 1
1 1 03 0 06082474 0 4 0 21

0 01958763 0 1 0 13
0 9826186 0 04760825

( ) , , , ,

, , ,
, ,

= + + ⋅ − +

+ + ⋅ −
= −

j0,1618557 j

j0,06907216 j
j  ,

 

( ) ( )
( ) ( )

U 2
1 1 03 0 01958763 0 4 0 21

0 04020619 0 1154639 0 1 0 13
1 026691 0 01719587

( ) , , , ,

, , , ,
, ,

= + + ⋅ − +

+ + ⋅ −
= −

j0,06907216 j

j j
j  .

 

Prirastite na naponite vo prvata iteracija se: 

∆

∆

U

U

U U

U U
1
1

2
1

1
1

1
0

2
1

2
0

0 01738140 0 04760825
0 02669100 0 01719587

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,















=
−

−















=
− −

−










j
j

 . 

Kako {to mo`e da se zabele`i, kriteriumot (4.43 b) ne e zadovo-
len, t.e. realnite i imaginarnite delovi na prirastite na naponite 
imaat apsolutni vrednosti pogolemi od ε, pa poradi toa }e prodol`ime 
so presmetkite vo narednite iteracii. 

Ekvivalentnite injektirani strui, na po~etokot od vtorata ite-
racija, se: 

( ) ( )I 1
1 0 40 0 25

0 9826186 0 04760825
0 04 0 9826186 0 04760825

0 3957286 0 2341984

( ) , ,
, ,

, , ,

, ,

=
− +

+
− ⋅ −

= − +

j
j

j j

j  ,
 

( ) ( )I 2
1 0 1 0 1

1 026691 0 01719587
0 03 1 026691 0 01719587

0 09522624 0 1298046

( ) , ,
, ,

, , ,

, ,

=
−

+
− ⋅ −

= −

j
j

j j

j   ,
 

a naponite na jazlite vo vtorata iteracija se: 

( ) ( )
( ) ( )

U 1
2 1 03 0 06082474 0 3957286 0 2341984

0 01958763 0 09522624 0 1298046
0 9788547 0 04577094

( ) , , , ,

, , ,
, ,

= + + ⋅ − +

+ + ⋅ −
= −

j0,1618557 j

j0,06907216 j
j  ,

 

( ) ( )
( ) ( )

U 2
2 1 03 0 01958763 0 3957286 0 2341984

0 04020619 0 1154639 0 09522624 0 1298046
1 024889 0 01697019

( ) , , , ,

, , , ,
, ,

= + + ⋅ − +

+ + ⋅ −
= −

j0,06907216 j

j j
j  .
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Prirastite na naponite vo ovaa iteracija se: 

∆

∆

U

U

U U

U U
1

2

2
2

1
2

1
1

2
2

2
1

0 003763900 0 001837310
0 001802000 0 0002256800

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
, ,
, ,















=
−

−















=
− +
− +










j
j

. 

Nitu vo vtorata iteracija ne e ispolnet uslovot za zavr{uvawe 
na procesot na iterativnoto presmetuvawe na naponite, poradi {to 
postapkata prodol`uva vo narednite iteracii. 

Vo tabelata 4.12 se prika`ani ekvivalentnite injektirani 
strui vo jazlite, presmetanite naponi i prirastite na naponite od 
tretata do pettata iteracija, soodvetno. Od rezultatite prika`ani vo 
tabelata 4.12 se gleda deka duri vo pettata iteracija e ispolnet uslo-
vot za prekinuvawe na iterativniot proces. 

Ako gi sporedime rezultatite od tabelata 4.12 so rezultatite od 
tabelata 4.2, se zabele`uva deka razlikite na naponite vo jazlite se vo 
{estata decimala i kaj realnite i kaj imaginarnite delovi na kom-
pleksnite naponi. Toa i ne e neo~ekuvano bidej}i kaj dvata metoda be-
{e koristen ist kriterium za zavr{uvawe na iterativniot proces. 



203 

Tabela 4.12  Rezultati od iterativnoto presmetuvawe na 
naponite 

Iteracija 
ν 

I1
1( )ν−  I2

1( )ν−  

3 −0,3976638 + j 0,2347554 0,09542058 − j 0,1299067 

4 −0,3976715 + j 0,2349266 0,09541242 − j 0,1299201 

5 −0,3976843 + j 0,2349326 0,09541359 − j 0,1299208 

 U1
( )ν  U2

( )ν  

3 0,9786577 − j 0,04603886 1,024832 − j 0,01707461 

4 0,9786302 − j 0,04603052 1,024821 − j 0,01707327 

5 0,9786286 − j 0,04603217 1,024820 − j 0,01707393 

 ∆U1
( )ν  ∆U2

( )ν  

3 −0,000197 − j 0,000268 −0,000057 − j 0,000104 

4 −0,000027 − j 0,000008 −0,000011 − j 0,000001 

5 −0,000002 − j 0,000002 −0,000001 − j 0,000001 
 

4.8. Za indeksiraweto na jazlite 

Obemot na aritmeti~kite operacii, neophoden za re{avawe na 
eden sistem linearni ravenki, mo`e da zavisi od redosledot po koj tie 
ravenki se napi{ani. Vo analizata na elektroenergetskite sistemi se 
koristat niza metodi kaj koi redosledot na pi{uvaweto na ravenkite 
se poklopuva so redosledot po koj jazlite se podredeni, odnosno indek-
sirani ili numerirani. Pome|u takvite metodi se: Wutn-Rafsonoviot 
metod za presmetka na naponite na jazlite, brziot metod so razdvoju-
vawe za presmetka na naponite na jazlite i metodot za pribli`na pre-
smetka na raspredelbata na aktivni mo}nosti. 

Za ilustracija na navedenoto }e razgledame eden primer. Da nab-
quduvame ednostaven elektroenergetski sistem ~ija ednopolna {ema e 
prika`ana na slikata 4.17. Podatocite za vodovite se dadeni vo tabe-
lata 4.13, a podatocite za jazlite se dadeni vo tabelata 4.14. Osven toa, 
poznati se efektivnite vrednosti na naponite na jazlite B i E. Tie se 
me|usebno ednakvi i iznesuvaat 1,02 per unit. Napre~nite admitancii na 
vodovite mo`at da se zanemarat. Treba da se opredelat vrednostite na 
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faznite agli po prvata iteracija na brziot metod so razdvojuvawe − 
verzija XB. 

A

B

C

D

E

 
Slika 4.17   Ednopolna {ema na ednostaven elektroenergetski sistem 

Tabela 4.13   Podatoci za vodovite 

 Vod Nadol`na impedancija 
per unit 

C−D 0 + j1/20 

C−E 0 + j1/40 

C−A 0 + j1/25 

C−B 0 + j1/15 

 

Tabela 4.14   Podatoci za jazlite 

 

Jazol 

Aktivna mo}nost na 
izvorite 

per unit 

Aktivna mo}nost na 
potro{uva~ite 

per unit 

A 0 2,5 

B ? ? 

C 0 5 

D 0 2 

E 9,16 1 

 

Spored dadenite podatoci edinstveno jazolot B mo`e da bide 
izbran za jazol so poznat napon. Pri numeriraweto na jazlite, na jazo-
lot B mu go pridru`uvame najgolemiot indeks, t.e.  indeksot 5. Ostana-
tite jazli mo`at da se numeriraat na razni na~ini. Najnapred }e zeme-
me deka numeracijata e kako na slikata 4.18.  
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1

2

34

5

A

B

C

D

E

 
Slika 4.18   Ednopolna {ema od slikata 4.17 so numerirani jazli 

Za razgleduvaniot sistem, so numeracijata na jazlite kako na 
slikata 4.18, matricata na admitanciite na sistemot e: 

Y B= = ⋅

−
−

−
−

−























j j

100 20 40 25 15
20 20 0 0 0
40 0 40 0 0
25 0 0 25 0
15 0 0 0 15

 . (4.177) 

Bidej}i site nadol`ni aktivni otpornosti i site napre~ni admitan-
cii od π-ekvivalentnite {emi na vodovite se ednakvi na nula, vo ovoj 
slu~aj e: 

′ =

− − −
−
−
−



















B

100 20 40 25
20 20 0 0
40 0 40 0
25 0 0 25

 . (4.178) 

Zemaj}i deka po~etnite vrednosti na site fazni agli na napo-
nite na jazlite se ednakvi na nula, bidej}i e G 0= , site presmetani 
injektirani aktivni mo}nosti }e bidat ednakvi na nula. Usvojuvaj}i 
deka po~etnite vrednosti na naponite na jazlite 1, 2 i 4 se ednakvi na 
edinica, dobivame deka e: 
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∆P U =

−

−

−

−



























=

−

−

−

























5
1
2

1
916 1

102
2 5
1

5 0

2 0

8 0

2 5

,
,

,

,

,

,

,

 . (4.179) 

Natamu, treba da se re{i ravenkata: 

′ ⋅ =B P U∆ ∆θ . (4.180) 

Re{avaweto }e go napravime preku faktorizacija na matricata ′B . 
Bidej}i taa e simetri~na, }e ja pretstavime vo vid na matri~niot pro-
izvod LDLT . So pomo{ na ravenkite (A54) i (A55), za elementite na 
matricite D  i L , dobivame: 

d

l

l

l

11

21

31

41

100
20

100
0 20

40
100

0 40

25
100

0 25

=

= − = −

= − = −

= − = −

  ,

  ,

  ,

  ,

,

,

,

 

( )
( ) ( )

( ) ( )

d

l

l

22
2

32

42

20 100 0 2 16
0 100 0 4 0 2

16
0 50

0 100 0 25 0 2
16

0 3125

= − ⋅ − =

=
− ⋅ − ⋅ −

= −

=
− ⋅ − ⋅ −

= −

,
, ,

,

, ,
,

  ,

  ,

  ,

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

d

l

33
2 2

43

40 100 0 4 16 0 5 20
0 100 0 25 0 4 16 0 3125 0 5

16
0 6250

= − ⋅ − − ⋅ − =

=
− ⋅ − ⋅ − − ⋅ − ⋅ −

= −

, ,
, , , ,

,

  ,

  ,
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( ) ( ) ( )d 44
2 2 225 100 0 25 16 0 3125 20 0 625 9 375= − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − =, , , ,  .  

Spored toa, ako matricata na koeficientite od sistemot (4.180) 
treba da se pretstavi vo vid na proizvod LDLT , }e se koristat matri-
cite faktori: 

D =



















100 0 0 0
0 16 0 0
0 0 20 0
0 0 0 9 375,

 (4.181) 

i 

L =
−
− −
− − −



















1 0 0 0
0 2000 1 0 0
0 4000 0 5000 1 0
0 2500 0 3125 0 6250 1

,
, ,
, , ,

 . (4.182) 

Koristej}i gi faktorite na matricata ′B , najnapred ja re{a-
vame ravenkata: 

L y P U⋅ = ∆ . (4.183) 

Vo taa smisla, spored ravenkata (A59) od Dodatokot A, dobivame: 

y
y
y
y

y
y
y
y

1

2

3

4

1

2

3

4

5 0000
2 0000
8 0000
2 5000

0 0 0 0
0 2000 0 0 0
0 4000 0 5000 0 0
0 2500 0 3125 0 6250 0



















=

−
−

−



















−
−
− −
− − −



















⋅



















,
,
,
,

,
, ,
, , ,

, (4.184) 

od kade {to sleduva: 

y
y
y
y

1

2

3

4

5 000
3 000
4 500
1875



















=

−
−

−



















,
,
,
,

. (4.185) 
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Potoa, koristej}i go (4.185), so pomo{ na ravenkata (A60) od Do-
datokot A,  za baranite prirasti na faznite agli dobivame: 
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∆
∆
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 (4.186) 

od kade {to sleduva: 
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 . (4.187) 

Kako {to se gleda od izlo`enoto, za da se re{i sistemot line-
arni ravenki (4.180), potrebno e da se izvr{at vkupno 61 aritmeti~ka 
operacija, i toa: 

• 33 za faktorizacijata na matricata ′B (7 sobirawe/odzemawe, 
20 mno`ewe i 6 delewe), 

• 12 za re{avaweto na sistemot (4.184) (6 sobirawe/odzemawe i 
6 mno`ewe) i 

• 16 za re{avaweto na sistemot (4.186) (6 sobirawe/odzemawe, 6 
mno`ewe i 4 delewe). 

Pritoa ne se broeni operaciite pri koi barem eden od operandite e 
ednakov na nula, nitu operaciite mno`ewe so edinica. 

Da zabele`ime deka, iako vo ovoj slu~aj matricata ′B  ima {est 
nulti elementi, vo nejzinite matrici faktori L  i LT  nema nulti ele-
menti. 

Istiot problem mo`e da se re{ava i so druga numeracija na 
jazlite. Primer na poinakva numeracija se dobiva koga samo na jazlite 
A i C im se smenat indeksite, kako {to e prika`ano na slikata 4.19. Vo 
toj slu~aj e: 
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Y B= = ⋅
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25 0 0 25 0
0 20 0 20 0
0 0 40 40 0

25 20 40 100 15
0 0 0 15 15

 , (4.188) 

′ =

−
−
−

− − −



















B

25 0 0 25
0 20 0 20
0 0 40 40

25 20 40 100

  (4.189) 
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Slika 4.19   Ednopolna {ema na elektroenergetskiot sistem od slikata 4.17  

so poinakva numeracija na jazlite 

Ako matricata (4.189) se pretstavi vo vid na proizvod LDLT , 
matricite faktori se: 

D =



















25 0 0 0
0 20 0 0
0 0 40 0
0 0 0 15

 (4.191) 
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i 

L =

− − −



















1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
1 1 1 1

 . (4.192) 

Da zabele`ime deka za istiot sistem so novata numeracija na 
jazlite matricite faktori L  i LT  imaat pove}e nulti elementi. 

Vo ovoj slu~aj, za dobivawe na re{enieto na sistemot (4.180), 
najnapred go re{avame sistemot (A59), t.e. 
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i dobivame: 
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Potoa go re{avame sistemot (A60), koj vo slu~ajov e: 
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 . (4.195) 

Re{enieto na sistemot (4.195) e: 
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Od toa proizleguva deka pri numeracija na jazlite kako na sli-
kata 4.19, za dobivawe na prirastite na faznite agli po prvata itera-
cija na brziot metod so razdvojuvawe se potrebni vkupno 28 aritmeti~-
ki operacii, i toa: 

• 12 za faktorizacijata na matricata ′B  (3 sobirawe/odzemawe, 
6 mno`ewe i 3 delewe), 

• 6 za re{avaweto na sistemot (4.193) (3 sobirawe/odzemawe i 3 
mno`ewe) i 

• 10 za re{avaweto na sistemot (4.195) (3 sobirawe/odzemawe, 3 
mno`ewe i 4 delewe). 

Pritoa, pak, ne se broeni operaciite pri koi barem eden od operan-
dite e ednakov na nula, nitu operaciite na mno`ewe so edinica. 

Kako {to se gleda od ovoj primer, numeracijata na jazlite mo`e 
da ima zna~itelno vlijanie vrz brojot na nenulti elementi vo fakto-
rite matrici L  i LT . Ako pri presmetkite se koristat tehnikite za 
zapi{uvawe i operirawe so retki matrici, toa mo`e da dovede do 
namaluvawe na vkupniot broj aritmeti~ki operacii potrebni za dobi-
vawe na re{enieto. 

Vo vrska so toa, prirodno se postavuva pra{aweto: kako da se 
izvr{i numeriraweto na jazlite za da se minimizira brojot na nenulti 
elementi vo faktorite na matricite na koeficientite na sistemite 
ravenki kaj Wutn-Rafsonoviot i brziot metod so razdvojuvawe? Me|u-
toa, vrz osnova na raspolo`livite soznanija mo`e da se re~e deka, vo 
op{t slu~aj, ne e racionalno da se insistira na postapkata so koja 
striktno se izveduva optimalnata numeracija. Pri~inata za vakviot 
stav le`i vo slo`enosta na postapkata za opredeluvawe optimalna nu-
meracija, taka {to vo praktikata ne se retki slu~aite za opredeluvawe 
na optimalnata numeracija da se potro{i pove}e vreme otkolku {to se 
za{teduva so nejzinata primena. 

Poradi toa za prakti~ni celi se koristat zna~itelno poedno-
stavni proceduri, {to ne se optimalni, no se korisni, bidej}i vo naj-
golem broj slu~ai pridonesuvaat za poracionalno izveduvawe na pre-
smetkite otkolku koga se primeni proizvolno numerirawe na jazlite. 
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Postoeweto na proceduri za programsko numerirawe na jazlite 
go osloboduva korisnikot od razmisluvaweto kako vo konkreten slu~aj 
da gi numerira jazlite pri zadavawe na podatocite za razgleduvaniot 
sistem, bidej}i, podocna, pri obrabotkata na podatocite, specijalnata 
potprograma toa }e go napravi na soodveten na~in. 

Za numerirawe na jazlite na elektroenergetskite sistemi }e gi 
navedeme slednive tri proceduri [33]. 

1. Jazlite se numeriraat (indeksiraat) spored brojot na granki-
te na koi im pripa|aat. Najniski indeksi im se dodeluvaat na 
jazlite {to pripa|aat na najmal broj granki itn. Vo slu~aite 
koga imame dva ili pove}e jazli da pripa|aat na ist broj gran-
ki, redosledot na tie jazli se zema proizvolno. 

2. Na sekoj ~ekor na faktorizacijata (ili eliminacijata) prva-
ta procedura se primenuva na jazlite {to treba da se prenume-
riraat. Na toj na~in se zemaat predvid i site elementi {to 
dotoga{ bile sozdadeni vo procesot na faktorizacijata (ili 
eliminacijata). 

3. Na sekoj ~ekor na faktorizacijata (ili eliminacijata) kako 
sleden se numerira jazolot na koj mu soodvetstvuva redica/ko-
lona ~ie zemawe za glavna uslovuva generirawe najmal broj ne-
nulti elementi vo natamo{nata postapka. 

Od izlo`enite, kako najprakti~na se poka`ala procedurata na-
vedena pod 2. Inaku, postojat i mnogu poslo`eni proceduri za numera-
cija. No, bidej}i nivnoto koristewe, naj~esto, ne doveduva do za{teda 
na vkupnoto vreme, tie ne na{le primena pri presmetka na naponite na 
jazlite na elektroenergetskite sistemi. 

4.9. Za zapi{uvaweto na retki matrici 

4.9.1. Op{to 

Vo elektroenergetskite sistemi {to se javuvaat vo praktikata 
eden jazol pripa|a na mal broj granki. Ako zememe deka, prose~no, eden 
jazol ima direktna vrska (preku vod ili transformator) so tri drugi 
jazli, toga{ tipi~nata redica na matricata na admitanciite na siste-
mot sodr`i samo ~etiri nenulti elementi, nezavisno od vkupniot broj 
na jazlite i grankite vo sistemot. Toa zna~i deka vo matricata na 
admitanciite na sistemot so iljada jazli, tipi~nata redica }e ima 996 
elementi ednakvi na nula i samo ~etiri nenulti elementi. Odnosno, 
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samo 0,4% od vkupniot broj na elementite se nenulti. Bidej}i so zgole-
muvawe na sistemot ne se menuva brojot na elementite na koi im pripa-
|a eden jazol, proizleguva deka procentot na nenultite elementi vo 
matricata na admitanciite na pogolemite sistemi }e bide u{te pomal. 
Istoto va`i i za matricite ′B , ′′B  ({to se javuvaat vo brziot metod 
so razdvojuvawe), ′′′B  ({to se javuva vo metodot za pribli`na presmet-
ka na raspredelbata na aktivnite mo}nosti) i jakobijanot ({to se javu-
va vo Wutn-Rafsonoviot metod). 

Za matricite kaj koi e mal procentot na nenultite elementi se 
veli deka se razret~eni ili retki matrici. 

Problemot na presmetka na naponite na jazlite na golemite 
elektroenergetski sistemi e eden od problemite pri ~ie re{avawe se 
sre}avame so retki matrici. So cel da se za{tedi vo potrebnata memo-
rija za nivnoto smestuvawe, a osobeno da se izbegnat nepotrebnite 
operacii so nultite elementi na tie matrici, se razvieni specijalni 
tehniki za zapi{uvawe i za rabota so niv. Od pove}eto na~ini za 
ekonomi~no zapi{uvawe na retki matrici, tuka }e bidat navedeni samo 
dva. 

4.9.2. Nefleksibilen na~in na zapi{uvawe 

]e ja razgledame primenata na ovoj na~in na zapi{uvawe na pri-
merot na matricata od {esti red: 

A =

























12 3 4 0 0 5 4 0
0 4 5 7 8 21 0 7 6

2 3 0 8 9 0 0 0
0 5 6 0 3 2 0 8 7
0 0 0 4 3 6 5 0
0 6 7 9 0 0 0 9 8

, , ,
, , , ,

, ,
, , ,

, ,
, , ,

. (4.197) 

Vo ovoj na~in matricata A se zapi{uva so pomo{ na ~etiri vek-
tori. Tie vektori }e gi ozna~ime so: ADIJ, AVON, IRED i KOL. 

Vektorot ADIJ ima onolku elementi kolku {to ima redici vo 
matricata A. Vo toj vektor se zapi{uvaat dijagonalnite elementi na 
matricata A. Na prvata pozicija vo vektorot ADIJ se zapi{uva dijago-
nalniot element od prvata redica na matricata A, t.e. 
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( ) ( )ADIJ A1 1 1= , . 

Na vtorata pozicija vo vektorot ADIJ se zapi{uva dijagonalniot ele-
ment od vtorata redica na matricata A, t.e. 

( ) ( )ADIJ A2 2 2= , , 

i taka natamu. 

Vo vektorot AVON se zapi{uvaat vondijagonalnite nenulti ele-
menti na matricata A, i toa po redici. Najnapred se zapi{uvaat ele-
mentite na prvata redica, pa na vtorata, i taka natamu. Elementite od 
edna redica se zapi{uvaat vo eden blok. Me|usebniot redosled na ele-
mentite vo blokot e proizvolen. Vo blokot na nenulti vondijagonalni 
elementi od edna redica ne smee da ima elementi od drugi redici.  

Vektorot KOL ima ednakov broj elementi kako i vektorot AVON. 
Mo`e da se smeta deka vektorot KOL mu e pridru`en na vektorot 
AVON. Na prvata pozicija vo vektorot KOL se zapi{uva redniot broj 
na kolonata na koja à pripa|a elementot {to e zapi{an na prvata pozi-
cija vo vektorot AVON. Na vtorata pozicija vo vektorot KOL se zapi-
{uva redniot broj na kolonata na koja à pripa|a elementot {to e zapi-
{an na vtorata pozicija vo vektorot AVON, i taka natamu. 

Vektorot IRED ima onolku elementi kolku {to matricata A ima 
redici. Na prvata pozicija vo vektorot IRED se zapi{uva pozicijata 
vo vektorot AVON na koja e zapi{an posledniot element od blokot ne-
nulti vondijagonalni elementi na prvata redica na matricata A. Bi-
dej}i vo prvata redica na nabquduvanata matrica A ima samo dva nenul-
ti vondijagonalni elementi, posledniot od niv }e bide na vtorata po-
zicija vo vektorot AVON, pa sleduva IRED( )1 2= . Na vtorata pozicija 
vo vektorot IRED se zapi{uva pozicijata vo vektorot AVON na koja e 
zapi{an posledniot element od blokot nenulti vondijagonalni ele-
menti na vtorata redica na matricata A. Bidej}i vo vtorata redica na 
matricata A ima tri nenulti vondijagonalni elementi i tie se zapi{a-
ni vo vektorot AVON na poziciite 3, 4 i 5, posledniot od niv }e bide na 
pettata pozicija vo vektorot AVON, pa sleduva IRED( )2 5= , i taka na-
tamu. 

Za matricata A od (4.197), vektorot ADIJ, edna od mo`nite ver-
zii na vektorot AVON  i soodvetnite vektori IRED i KOL se: 
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ADIJ AVON KOL IRED=
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 Ovoj na~in na zapi{uvawe ovozmo`uva rabotata so matricata 
da se izveduva brzo. Za ilustracija da gi selektirame nenultite vondi-
jagonalni elementi na vtorata redica na matricata A. Tie se zapi{ani 
vo vektorot AVON na poziciite od IRED( )1 1+  do IRED( )2 . Za sekoj od 
tie elementi, na soodvetna pozicija vo vektorot KOL e zapi{ano na 
koja kolona à pripa|a. Vo op{t slu~aj, nenultite vondijagonalni ele-
menti na redicata i se zapi{ani vo vektorot AVON od pozicijata 
IRED i( )− +1 1  do IRED i( ) . 

Negativna osobina na ovoj na~in na zapi{uvawe e {to ne e edno-
stavno da se vmetne (zapi{e) nov element vo nekoja redica na ve}e za-
pi{anata matrica. Taka, na primer, ako vo tretata redica na razgle-
duvanata matrica treba da se vmetne nov element vo pettata kolona, 
toa }e uslovi ne samo pro{iruvawe na vektorite AVON i KOL za po 
eden element tuku i pomestuvawe na soodvetnite elementi vo niv, kako 
i promena na elementite na tretata, ~etvrtata, pettata i {estata pozi-
cija na vektorot IRED. 

Vo opi{anata verzija zapi{uvaweto na vondijagonalnite ele-
menti e po redici. Toa ne e zadol`itelno. Ne e te{ko da se razbere 
analogna postapka vo koja vondijagonalnite elementi se zapi{ani gru-
pirani po koloni. 

Bidej}i ne e ednostavno vo edna{ zapi{anata matrica da se vne-
suvaat novi elementi, ovoj na~in se smeta za nefleksibilen. Toj e po-
goden vo slu~aite koga ne se o~ekuva dodavawe novi nenulti elementi 
vo zapi{anata matrica. 
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4.9.3. Fleksibilen na~in na zapi{uvawe 

Pri primena na ovoj na~in na zapi{uvawe nabquduvanata matri-
ca A se zapi{uva so pomo{ na pet vektori: ADIJ, AVON, IPOC, KOL i 
LINK.  

Vektorot ADIJ se formira po identi~na postapka kako i vo 
prviot na~in. 

Vektorot AVON, pak, gi sodr`i nenultite vondijagonalni ele-
menti, no tuka nivniot redosled mo`e da bide napolno proizvolen. 

Na prvata pozicija vo vektorot IPOC se zapi{uva indeksot na 
pozicijata vo vektorot AVON na koja e zapi{an ìprviotí od nenultite 
vondijagonalni elementi na prvata redica na nabquduvanata matrica. 
Pri ovoj na~in na zapi{uvawe terminot ìprví element na redicata 
ozna~uva onoj od elementite od koj zapo~nuva prebaruvaweto na ele-
mentite na odnosnata redica. Nema ograni~uvawa pri izborot koj od 
elementite na redicata da bide izbran za ìprví. Na vtorata pozicija vo 
vektorot IPOC se zapi{uva indeksot na pozicijata vo vektorot AVON 
na koja e zapi{an ìprviotí od nenultite vondijagonalni elementi na 
vtorata redica na nabquduvanata matrica, i taka natamu. 

Vektorot KOL e pridru`en kon vektorot AVON. Na prvata pozi-
cija vo vektorot KOL se zapi{uva indeksot na kolonata na koja à pri-
pa|a elementot zapi{an na prvata pozicija vo vektorot AVON. Na 
vtorata pozicija vo vektorot KOL se zapi{uva indeksot na kolonata na 
koja à pripa|a elementot zapi{an na vtorata pozicija vo vektorot 
AVON, i taka natamu. 

Na pozicijata i vo vektorot LINK e zapi{ana pozicijata vo vek-
torot AVON na koja e zapi{an sledniot element na istata redica na 
koja à pripa|a i elementot zapi{an na pozicijata i. Dokolku elementot 
na pozicijata i vo vektorot AVON e zapi{an kako posleden element na 
svojata redica, toga{ e LINK i( ) = 0 . 

Bidej}i redosledot na elementite vo vektorot AVON  mo`e da 
bide proizvolen, sosema e razbirlivo deka zapi{uvaweto na edna mat-
rica ne e edinstveno. 

Edna od mo`nostite za zapi{uvawe na matricata A, dadena so 
(4.197), e vektorite  ADIJ, AVON, IPOC, KOL i LINK da bidat slednive: 
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ADIJ IPOC AVON KOL LINK=
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Bidej}i zapi{uvaweto e po redici, prika`aniot na~in na zapi-
{uvawe ovozmo`uva od vektorot AVON ednostavno da se selektiraat 
vondijagonalnite elementi {to pripa|aat na edna redica. Za primer da 
poka`eme kako od matricata {to e zapi{ana na opi{aniot na~in mo-
`at da se selektiraat vondijagonalnite elementi na ~etvrtata redica. 
ìPrviotí element od taa redica e na pozicijata zapi{ana vo IPOC( )4 . 
Bidej}i e IPOC( )4 10= , ìprviotí element e AVON ( ) ,10 5 6= . Toj à pri-
pa|a na kolonata KOL( )10 2= . Sledniot element na ~etvrtata redica e 
na pozicijata LINK( )10 6= . Toa e elementot AVON( ) ,6 8 7=  i toj à pripa-
|a na kolonata KOL( )6 6= . Bidej}i e LINK( )6 0= , nema drugi vondijago-
nalni elementi vo taa redica. 

Dokolku vo vaka zapi{anata matrica treba da vmetneme nov 
element vo tretata redica i pettata kolona, postapkata ne e kompli-
cirana. Ednostavno, noviot element e dvanaesetti nenulti vondijago-
nalen element i }e bide zapi{an na dvanaesettata pozicija vo vektorot 
AVON. Na dvanaesettata pozicija vo vektorot KOL }e se vnese 5 (t.e. 
indeksot na kolonata na koja à pripa|a noviot element). Noviot ele-
ment }e go zememe za ìprví vo negovata (t.e. tretata) redica. Zatoa, na 
dvanaesettata pozicija vo vektorot LINK }e ja vneseme porane{nata 
sodr`ina na tretata lokacija od vektorot IPOC, a na tretata lokacija 
vo vektorot IPOC }e ja vneseme pozicijata na noviot element vo vekto-
rot AVON (t.e. }e vneseme 12). Kako {to se gleda, nema nikakvi pomes-
tuvawa. Vektorite AVON, KOL i LINK se pro{ireni. Dodaden im e po 
eden nov element (bez kakva i da e promena na ostanatite elementi). 
Promenata vo vektorot IPOC se sostoi vo toa {to na negovata treta 
pozicija e smeneta sodr`inata.  

Vo opi{anata verzija zapi{uvaweto na elementite e po redici-
te, no e sosema razbirlivo deka nema ograni~uvawa toa da se napravi i 
po kolonite. 
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Pove}e za tehnikata na rabota so retki matrici mo`e da se 
najde vo [19]. 
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5. METOD ZA PRIBLI@NA PRESMETKA 
NA RASPREDELBATA NA MO]NOSTITE 

5.1. Osnovno za metodot  

Ne se retki slu~aite koga podatocite za analiziraniot sistem 
ne se odlikuvaat so golema to~nost. Toa naj~esto se odnesuva na poda-
tocite za optovaruvawata vo jazlite. Sosema e razbirlivo deka vo tak-
vite slu~ai nema smisla da se insistira na golema to~nost na rezul-
tatite na presmetkite, bidej}i, nezavisno od zadadenata tolerancija, 
to~nosta na krajnite rezultati na presmetkite ne mo`e da bide po-
golema od to~nosta na vleznite podatoci, a taa e mala. Zatoa e opravda-
no za dobivawe pribli`ni rezultati da se koristi i zna~itelno poed-
nostavna postapka. Edna takva postapka }e bide opi{ana vo ova poglav-
je. Vo prv red, taa se odnesuva na visokonaponskite sistemi so nadzem-
ni vodovi i slu`i za opredeluvawe pribli`na raspredelba na optova-
ruvawata. Pri razvivawe na metodot se koristeni nekolku pretpostav-
ki, za koi se smeta deka se prifatlivi za sistemite od navedeniot vid. 

Prvo, vo π-ekvivalentnite {emi na elementite na visokonapon-
skite sistemi so nadzemni vodovi nadol`nite aktivni otpornosti se 
pove}epati pomali od nadol`nite reaktancii. Poradi toa ne se pravi 
golema gre{ka ako za impedancijata na elementot pome|u jazlite i i k 
se napi{e: 

Z Xi k i k− −≈ j . (5.1) 

Ednovremeno, napre~nite granki na π-ekvivalentnite {emi na elemen-
tite na sistemot mo`at da se zanemarat vo sporedba so nadol`nite. 

Vtoro, ako elektroenergetskiot sistem e dobro proektiran i 
soodvetno se eksploatira, efektivnite vrednosti na naponite na jaz-
lite malku otstapuvaat od soodvetnite nominalni naponi. Zatoa, koga 
se raboti vo edini~ni vrednosti (per unit), za efektivnite vrednosti na 
naponite na jazlite mo`e da se napi{e:  

U i ni ≈ =100 1, , ,per unit, . (5.2) 

Treto, razlikata pome|u faznite agli na naponite na krajnite 
jazli na sekoj element na mre`ata e mala. Toa zna~i deka, ako θi  i θk  
(izrazeni vo radijani) se fazni agli na naponite na krajnite jazli na 
eden element na mre`ata, mo`e da se napi{e: 
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( )sin θ θ θ θi k i k− ≈ − . (5.3) 

So uva`uvawe na relaciite (5.1), (5.2) i (5.3), od ravenkata (4.22), 
za aktivnata mo}nost {to po elementot pome|u jazlite i i k od jazolot i 
se prenesuva kon jazolot k, se dobiva ednostavna ravenka: 

P Xi k
i k

i k
−

−
= −θ θ

. (5.4) 

Na sli~en na~in, od ravenkata (4.24), za aktivnata mo}nost {to po vo-
dot pome|u jazlite i i k od jazolot k se prenesuva kon jazolot i, se dobi-
va: 

P Xk i
k i

i k
−

−
= −θ θ

. (5.5) 

Dokolku elementot pome|u jazlite i i k e transformator, se zema 
deka negoviot prenosen odnos e mi k− = 1 , taka {to pak va`at ravenkite 
(5.4) i (5.5). 

Koristej}i ja ravenkata (5.4), za pribli`nata vrednost na injek-
tiranata aktivna mo}nost vo jazolot i mo`e da se napi{e: 

P P X X Xi i k
k

i k
i kk

i
i kk i kk

k
i i i i

= = − = ⋅ + −





⋅−
∈ −∈ −∈ −∈
∑ ∑ ∑ ∑

α α α α

θ θ θ θ1 1 . (5.6) 

Vo ravenkata (5.6) so sumite treba da se opfatat site granki na koi{to 
im pripa|a jazolot i, zemaj}i gi predvid i paralelnite. 

Pogodno e da se definira kvadratna matrica ′′′B , od red n − 1 , 
~ii{to elementi se opredeluvaat so pomo{ na ravenkite: 

′′′ = − = − ≠
−

B
X

i k n k iik
i k

1 1 1 ;   ;   , ,  ; (5.7) 

′′′ = = −
−∈

∑B
X

i nii
i kk i

1 1 1
α

 ;   , ,  . (5.8) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (5.7) i (5.8), ravenkata (5.6) mo`e da 
se napi{e vo forma: 



221 

P B Bi ii i ik k
k i

= ′′′ ⋅ + ′′′ ⋅
∈
∑θ θ

α
. (5.9) 

Bidej}i e ′′′ =Bik 0  za sekoj par jazli pome|u koi nema direktna vr-
ska, zemaj}i deka jazolot so poznat napon go ima indeksot n i deka nego-
viot fazen agol na naponot e ednakov na nula (t.e. θ n = 0 ), ravenkata 
(5.9) mo`e da se napi{e na sledniov na~in: 

P Bi ik k
k

n
= ′′′ ⋅

=

−

∑ θ
1

1
. (5.10) 

Koga za sekoj od jazlite na sistemot, osven za jazolot so poznat 
napon, se napi{e ravenka od vidot (5.10), dobivame sistem od n − 1  li-
nearna ravenka, vo koj se nepoznati faznite agli θ θ1 1, , n− . Toj sis-
tem ravenki mo`e da se napi{e vo matri~na forma: 

′′′ ⋅ =B Pθ , (5.11) 

kade {to elementite na matricata kolona P  se injektiranite aktivni 
mo}nosti vo jazlite, t.e. 

P =



















−

P
P

Pn

1

2

1

 , (5.12) 

a elementite na matricata θ se faznite agli na naponite na jazlite, 
t.e. 

θ =



















−

θ
θ

θ

1

2

1n

. (5.13) 

So re{avawe na sistemot linearni ravenki (5.11) se dobivaat 
pribli`ni vrednosti na faznite agli na naponite. Potoa, so pomo{ na 
ravenkata (5.4) mo`e da se presmeta pribli`nata raspredelba na ak-
tivnite mo}nosti vo sistemot. 
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Poradi nejzinata ednostavnost ovoj vid presmetka ~esto se ko-
risti pri analiza na visokonaponskite sistemi. Osobeno vo slu~aite 
koga za relativno kratko vreme treba da se analiziraat golem broj va-
rijanti na sistemot. 

Da zabele`ime deka ovoj metod nekoi avtori go narekuvaat pri-
bli`en metod, a matemati~kiot model (5.9) go narekuvaat ìmodel za ed-
nonaso~na strujaí (ili DC model). 

5.2. Primeri na presmetka spored pribli`niot metod 

5.2.1. Primer na sistem bez transformatori 

Za elektroenergetskiot sistem od primerot 4.4.4 da se presmeta 
pribli`nata raspredelba na aktivnite mo}nosti. Potoa, vrz osnova na 
naponite na jazlite presmetani vo primerot 4.4.4, da se presmetaat te-
kovite na aktivni mo}nosti i dobienite rezultati da se sporedat so 
rezultatite od pribli`nite presmetki. 

R e { e n i e :  

Prirodnite vrednosti na reaktanciite na vodovite se dadeni vo 
tabelata 4.1. Vo edini~ni vrednosti tie se: 

X1 2
24 20
121

1
5

0 2− = = =, ,  per unit, 

X1 3
36 30
121

3
10

0 3− = = =, ,  per unit, 

X2 3
18 15
121

3
20

0 15− = = =, ,  per unit. 

Sleduva formiraweto na matricata ′′′B . So pomo{ na raven-
kata (5.7) presmetuvame: 

′′′ = ′′′ = − = − = −
−

B B
X12 21

1 2

1 1
0 2

5
,

, 

a so pomo{ na ravenkata (5.8) presmetuvame: 

′′′ = + = + =
− −

B
X X11

1 2 1 3

1 1 1
0 2

1
0 3

25
3, ,

 , 

′′′ = + = + =
− −

B
X X22

1 2 2 3

1 1 1
0 2

1
0 15

35
3, ,

 . 
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Potoa go re{avame sistemot linearni ravenki (5.11). Vo kon-
kretniov slu~aj toj sistem e: 

25 3 5
5 35 3

0 4
0 1

1

2

−
−









 ⋅








 =

−








θ
θ

,
,

 . 

Re{avaj}i go ovoj sistem so Gausovata eliminacija, dobivame: 

1 3 5
0 26 3

12 250
7 50

1

2

−







 ⋅








 =

−
−











θ
θ

, 

od kade {to sleduva: 

θ 2 0 01615385= − ,  rad, 

( ) ( )θ θ1 2
12
250

3
5

0 048 0 6 0 01615385 0 05769231= − − −

 ⋅ = − − − ⋅ − = −, , , ,  rad. 

Koristej}i gi presmetanite vrednosti na faznite agli na napo-
nite, so pomo{ na ravenkata (5.4), za pribli`nata raspredelba na ak-
tivnite mo}nosti po vodovite dobivame: 

( )
P

P

1 2

2 1

0 05769231 0 01615385
0 2

0 2076923

20 8

−

−

=
− − −

= −

= − = −

, ,
,

,

,

per unit

 MW   ,
 

P P2 3 3 2
0 01615385 0

0 15
0 1076923 10 8− −= − − = − − −,

,
, per unit = ,  MW =  , 

P P1 3 3 1
0 05769231 0

0 3
0 1923077 19 2− −= − − = − = − = −,

,
, ,per unit  MW  . 

Od druga strana, kako {to be{e izvedeno vo potpoglavjeto 4.3, 
tekovite na aktivnite mo}nosti mo`eme da gi presmetame so pomo{ na 
ravenkite (4.22) i (4.24) i tie, uslovno, }e gi nare~eme ìto~nií. Vo 
primerot 4.4.4 bea presmetani naponite na jazlite i tie iznesuvaat: 

( )U 1 0 9786262 0 04603336= −, ,j per unit , 

( )U 2 1 024819 0 01707452= −, ,j per unit , 

( )U 3 1 03 0 0= +, ,j per unit . 

Vrz osnova na ovie naponi gi presmetuvame ìto~niteí tekovi na 
aktivni mo}nosti spored (4.22) i (4.24). Rezultatite od presmetkite se 
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prika`ani vo tabelata 5.1. Vo tabelata 5.1 se prika`ani i razlikite 
pome|u ìto~niteí i pribli`nite tekovi na aktivnite mo}nosti, vo 
procenti od ìto~niteí tekovi. Da zabele`ime deka pod terminot po~e-
tok na element go podrazbirame jazolot od koj{to po elementot se is-
pra}a aktivnata mo}nost. 

Tabela 5.1  Sporedba na ìto~niteí i pribli`nite tekovi na mo}nosti 

 
Element 

i−k 

Aktivna mo}nost  
na po~etokot 

(per unit) 

 
Razlika 

(%) 

Aktivna mo}nost  
na krajot 
(per unit) 

 
Razlika 

(%) 

 ìTo~naí Pribli`na  ìTo~naí Pribli`na  

2−1 0,2155559 0,2076923 3,6 −0,2096111 −0,2076923 0,9 

3−1 0,1951581 0,1923077 1,5 −0,1903998 −0,1923077 −1,0 

3−2 0,1161923 0,1076923 7,3 −0,1155555 −0,1076923 6,8 

 

Razgleduvaniot elektroenergetski sistem e sostaven od elemen-
ti kaj koi nadol`nata aktivna otpornost ne e mnogu pomala od nadol-
`nata reaktivna otpornost. Poradi toa bi mo`elo da se o~ekuva pri-
bli`niot metod da dava rezultati {to zna~itelno se razlikuvaat od 
rezultatite {to se dobivaat so ravenkata (4.22), odnosno so ravenkata 
(4.24). Sepak, i vo ovoj slu~aj, se dobieni rezultati {to malku se raz-
likuvaat od ìto~niteí. Mo`e da se konstatira deka pogolemite procen-
tualni otstapuvawa se kaj poslabo optovarenite elementi, vo ovoj pri-
mer toa e najizrazeno kaj vodot 3−2. Ovaa konstatacija e potvrdena i vo 
drugi slu~ai. Me|utoa, za praktikata e zna~ajno {to kaj pooptovareni-
te vodovi gre{kata e relativno mala. 

5.2.2. Primer na sistem so transformatori 

Za sistemot od primerot 4.4.5 da se presmeta pribli`nata ras-
predelba na aktivnite mo}nosti i rezultatite da se sporedat so teko-
vite na aktivnite mo}nosti presmetani vo primerot 4.5.8. 

R e { e n i e :  

Pribli`nite vrednosti na faznite agli vo jazlite se oprede-
luvaat so re{avawe na sistemot linearni ravenki (5.11). Elementite 
na matricata ′′′B  se opredeluvaat spored (5.7) i (5.8), pri {to za site 
transformatori se zema deka imaat prenosen odnos ednakov na 1,0 per 
unit. 
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Prirodnite vrednosti na reaktanciite na vodovite se dadeni vo 
tabelata 4.4. Vo edini~ni vrednosti tie se: 

X a1 4
36 70

121
0 3033058− = =( )

, ,  per unit, 

X b1 4
33 76
121

0 2790083− = =( )
, ,  per unit, 

X2 3
27 51
484

0 05683884− = =, ,  per unit. 

Zemaj}i deka prenosnite odnosi na site transformatori se ednakvi na 
nominalnite, reaktancijata na eden transformator vo edini~ni vred-
nosti e: 

X X1 3 2 4
20 11 110

150 121
0 07333333− −= = ⋅

⋅
=, ,  per unit. 

Taka za elementite na matricata ′′′B  presmetuvame: 

′′′ = ′′′ =B B12 21 0  , 

′′′ = ′′′ = − = − = −
−

B B
X13 31

1 3

3 3
0 07333333

40 90909
,

,  per unit, 

′′′ = ′′′ = − = − = −
−

B B
X23 32

2 3

1 1
0 05683884

17 59360
,

,  per unit, 

′′′ = + +

= + + =

− − −
B

X X X11
1 3 1 4 1 4

3 1 1

40 90909 1
0 3033058

1
0 2790083

47 79022

( ) ( )

,
, ,

,

a b

 per unit,
 

′′′ = + = + =
− −

B
X X22

2 3 2 4

1 1 17 59360 1
0 07333333

31 22997,
,

,  per unit, 

′′′ = − ′′′ − ′′′ ==B B B33 31 32 58 50269,  per unit. 

Spored toa, pribli`nite vrednosti na faznite agli na naponi-
te vo jazlite }e gi presmetame so re{avawe na sledniot sistem raven-
ki: 
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( )
( )
( )

47 79022 0 40 90909
0 31 22997 17 59360

40 90909 17 59360 58 50269

2 5
0 0
1 0

1

2

3

1

2

3

, ,
, ,

, , ,

,
,
,

−
−

− −

















⋅
















=

















=
−















θ
θ
θ

P
P
P

dadena

dadena

dadena

 . 

So re{avawe na ovoj sistem ravenki dobivame: 

θ 1 0 1242137= − ,  rad, 

θ 2 0 04731970= − ,  rad, 

θ 3 0 08399604= − ,  rad. 

Pribli`nata raspredelba na aktivnata mo}nost vo elementite 
e: 

( )
P P XC A A C− −

−
= − =

−
=

− − −
=

θ θ3 1

3 1

0 08399604 0 1242137
0 07333333

0 5484227
, ,

,
,  per unit, 

P P XB C C B− −
−

= − =
−

= − + =
θ θ2 3

2 3

0 04731970 0 08399604
0 05683884

0 6452690, ,
,

, per unit, 

( )
P P XD A A Da a

a
− −

−
= − =

−
=

− −
=( ) ( )

( )

, ,
,

,
θ θ4 1

4 1

0 0 0 1242137
0 3033058

0 4095329  per unit, 

( )
P P XD A A Db b

b
− −

−
= − =

−
=

− −
=( ) ( )

( )

, ,
,

,
θ θ4 1

4 1

0 0 0 1242137
0 2790083

0 4451972  per unit, 

( )
P P XD B B D− −

−
= − =

−
=

− −
=

θ θ4 2

4 2

0 0 0 0473197
0 07333333

0 6452687
, ,

,
,  per unit. 

ìTo~nataí raspredelba na mo}nostite vo elementite e presmeta-
na vo primerot 4.5.8. Vo tabelata 5.2 se prika`ani ìto~niteí i pri-
bli`nite tekovi na mo}nosti vo elementite, kako i otstapuvawata na 
pribli`nite rezultati vo odnos na ìto~niteí, vo procenti od ìto~ni-
teí vrednosti. Vo tabelata 5.2 pod terminot ìpo~etok na elementí go 
podrazbirame jazolot na elementot od koj{to se ispra}a aktivnata 
mo}nost po elementot. 
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Tabela 5.2  Sporedba na ìto~niteí i pribli`nite tekovi na mo}nosti 

 
Element 

i k−  

Aktivna mo}nost  
na po~etokot 

(per unit) 

 
Razlika 

(%) 

Aktivna mo}nost  
na krajot 
(per unit) 

 
Razlika 

(%) 

 ìTo~naí Pribli`na  ìTo~naí Pribli`na  

C−A 0,5360915 0,5484227 2,3 −0,5360915 −0,5484227 2,3 

D−A (a) 0,4439505 0,4095329 −7,8 −0,4276144 −0,4095329 −4,2 

D−A (b) 0,4821574 0,4451973 −7,7 −0,4640393 −0,4451973 −4,1 

B−C 0,6126582 0,6452690 5,3 −0,6082335 −0,6452690 6,1 

D−B 0,6126420 0,6452687 5,3 −0,6126420 −0,6452687 5,3 
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6. MATRICI NA TRANSFORMACIJA 

6.1. Op{to 

Teoretski, dovolno e eden element na trifazniot sistem da ne e 
uramnote`en, pa celiot sistem da ne mo`e da se smeta za uramnote`en. 
Bidej}i trifaznite vodovi, transformatori i generatori, po pravilo, 
se gradat kako uramnote`eni, vo praktikata neuramnote`enosta na 
sistemot e posledica od neuramnote`eni potro{uva~i ili od posto-
ewe gre{ka (defekt) vo sistemot. Vo ova poglavje }e se zadr`ime samo 
na razgleduvawe slu~ai so gre{ka vo sistemot. Za takvite slu~ai e 
karakteristi~no deka matricite na impedanciite (odnosno admitanci-
ite) na site regularni trifazni granki se od vidot (2.24) ili (2.28). No 
za niv ne e mo`no ravenkite (2.3) da se napi{at vo vid (2.40) ili (2.44), 
bidej}i poznavaweto na naponot (ili strujata) na ednata faza ne ovoz-
mo`uva direktno opredeluvawe na naponite (ili struite) na drugite 
fazi. Sepak, mo`no e, so primena na soodvetni matrici na transfor-

macija, matricite Zk l−
a,b,c  od vidot (2.24) ili (2.28) da se transformi-

raat vo dijagonalni. Na toj na~in sistemot od tri simultani ravenki 
(2.3) se zamenuva so tri nezavisni ravenki, {to, sekako, e mnogu poles-
no za analiza. So primena na matricata na transformacija, vsu{nost, 
trifaznata granka, so goleminite pridru`eni kon fazite a, b i c, mo-
`e da se transformira vo tri monofazni granki {to im soodvetstvu-
vaat na sistemite o, p i q. 

Ako so T  ja ozna~ime kompleksnata kvadratna matrica na trans-
formacija, toga{ za vrskata pome|u goleminite pridru`eni kon gran-
kite na trifazniot i transformiranite sistemi mo`eme da napi{eme: 

U Uk l k l− −= ⋅a,b,c o,p,qT  , (6.1) 

I Ik l k l− −= ⋅a,b,c o,p,qT  , (6.2) 

E Ek l k l− −= ⋅a,b,c o,p,qT . (6.3) 

Od ravenkite (6.1) i (6.2) ne e te{ko da se poka`e deka va`at i 
ravenkite: 

U Uk k
a,b,c o,p,q= ⋅T  , (6.4) 
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I Ik k
a,b,c o,p,q= ⋅T . (6.5) 

Vrskata pome|u matricite na impedanciite na grankite od tri-
fazniot i transformiranite sistemi }e ja dobieme trgnuvaj}i od uslo-
vot deka mo}nostite vo dvata slu~aja moraat da bidat ednakvi, t.e. 

( ) ( )
S Sk l k l− −=

a,b,c o,p,q
. (6.6) 

Kompleksnata mo}nost na trifaznata granka se opredeluva so 
ravenkata: 

( ) ( ) ( )S U Ik l k l k l− − −= ⋅
a,b,c

a,b,c a,b,cT *
, (6.7) 

a kompleksnata mo}nost na transformiranata granka se opredeluva so 
ravenkata: 

( ) ( ) ( )S U Ik l k l k l− − −= ⋅
o,p,q

o,p,q o,p,qT *
. (6.8) 

Ako se iskoristat ravenkite (6.1) i (6.2), ravenkata (6.7) mo`e 
da se napi{e vo vid: 

( ) ( ) ( )S U Ik l k l k l− − −= ⋅ ⋅ ⋅
a,b,c

o,p,q o,p,qT TT T* *
. (6.9) 

Od ravenkite (6.8) i (6.9) sleduva deka uslovot (6.6) }e bide zado-
volen ako kompleksnata matrica na transformacijata ja ima osobi-
nata: 

T T ET ⋅ =* , (6.10) 

kade {to so E  e ozna~ena edini~na matrica od tret red. 

Bidej}i kaj edini~nata matrica operaciite transpozicija i kon-
jugacija ne predizvikuvaat nikakvi promeni, od ravenkata (6.10) sle-
duva: 

( ) ( )T T T T T T ET T T⋅ = ⋅ = ⋅ =* * *
, (6.11) 
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od {to zaklu~uvame deka e: 

( )T T− =1 * T
,  (6.12) 

t.e. deka matricata T  e unitarna. 

Ako se imaat predvid ravenstvata (6.1), (6.2) i (6.3), ravenkata 
(2.7) mo`e da se napi{e vo vid: 

( )T T⋅ + = ⋅ ⋅− − − −U E Z Ik l k l k l k l
o,p,q o,p,q a,b,c o,p,q . (6.13) 

Ako ravenkata (6.13) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 

( )T* T
, imaj}i ja predvid ravenkata (6.12), dobivame: 

( )U E Z Ik l k l k l k l− − − −+ = ⋅ ⋅ ⋅o,p,q o,p,q a,b,c o,p,qT T* T
. (6.14) 

Bidej}i za transformiranata granka va`i ravenkata: 

U E Z Ik l k l k l k l− − − −+ = ⋅o,p,q o,p,q o,p,q o,p,q , (6.15) 

od ravenkite (6.14) i (6.15) sleduva: 

( )Z Zk l k l− −= ⋅ ⋅o,p,q a,b,cT T* T
. (6.16) 

So sli~ni postapki mo`e da se poka`e deka va`at i ravenkite:  

( )Z Zik ik
o,p,q a,b,c= ⋅ ⋅T T* T

, (6.17) 

( )Y Yk l k l− −= ⋅ ⋅o,p,q a,b,cT T* T
, (6.18) 

( )Y Yik ik
o,p,q a,b,c= ⋅ ⋅T T* T

. (6.19) 

6.2. Simetri~ni komponenti 

Od mnogute poznati matrici na transformacija }e ja navedeme 
samo matricata 



231 

Tsim. =
















1
3

1 1 1
1
1

2

2
a a
a a

 , (6.20) 

kade {to kompleksnata konstanta a  e definirana so ravenkata (2.31). 

Ne e te{ko da se proveri deka T sim.  e unitarna matrica, t.e. 

deka go zadovoluva ravenstvoto (6.12). Osven toa, poradi nejzinata si-
metri~nost, sleduva deka e: 

T Tsim. sim.
− =1 * . (6.21) 

Sistemite {to se dobivaat so primena na ovaa matrica na 
transformacija se ozna~uvaat so 0, 1 i 2 i se narekuvaat sistemi so 
nulti, direkten i inverzen redosled, soodvetno, odnosno so zaedni~ko 
ime simetri~ni komponenti. 

Ako vo ravenkata (6.16) namesto T  se zameni Tsim. , za matricata 

na simetri~nite komponenti na impedanciite na trifaznata granka k−l 
dobivame: 

Z Zk l k l− −= ⋅ ⋅0,1,2 a,b,cT Tsim.
*

sim. . (6.22) 

Ako grankata k−l pretstavuva trifazen uramnote`en vod ili 
transformator, imaj}i gi predvid ravenkite (2.24) i (6.20), ravenkata 
(6.22) stanuva: 

Z a a
a a

Z Z Z
Z Z Z
Z Z Z

a a
a a

k l

k l k l k l

k l k l k l

k l k l k l

−

− − −

− − −

− − −

=
















⋅
















⋅
















0,1,2

s m m

m s m

m m s

1
3

1 1 1
1
1

1
3

1 1 1
1
1

2

2

2

2
, 

t.e. 

Z
Z Z

Z Z
Z Z

k l

k l k l

k l k l

k l k l

−

− −

− −

− −

=
+

−
−

















0,1,2

s m

s m

s m

2 0 0
0 0
0 0

. (6.23) 

Od ravenkata (6.23) sleduva deka za trifazen element k−l koj{to 
ne e elektri~na ma{ina: 
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• impedancijata za nultiot redosled e 

Z Z Zk l k l k l− − −+ =s m2 0( ) , (6.24) 

• impedancijata za direktniot redosled e 

Z Z Zk l k l k l− − −− =s m ( )1 , (6.25) 

• impedancijata za inverzniot redosled e 

Z Z Zk l k l k l− − −− =s m (2) . (6.26) 

Ako vo ravenkata (6.22) se zamenat soodvetnite matrici od 
ravenkite (2.28) i (6.20), po izvr{uvaweto na nazna~enite operacii i 
po sreduvaweto }e se dobie: 

Z

Z Z Z

Z a Z a Z

Z a Z a Z
k l

k l k l k l

k l k l k l

k l k l k l

−

− − −

− − −

− − −

=

+ +

+ ⋅ + ⋅

+ ⋅ + ⋅



















0,1,2

s m1 m2

s m1 m2

s m1 m2

0 0

0 0

0 0

2

2

 ,

 (6.27) 

od {to proizleguva deka za trifazna uramnote`ena elektri~na ma{i-
na: 

• impedancijata za nultiot redosled e 

Z Z Z Zk l k l k l k l− − − −+ + =s m1 m2 ( )0 , (6.28) 

• impedancijata za direktniot redosled e 

Z a Z a Z Zk l k l k l k l− − − −+ ⋅ + ⋅ =s m1 m22 1( ) , (6.29) 

• impedancijata za inverzniot redosled e 

Z a Z a Z Zk l k l k l k l− − − −+ ⋅ + ⋅ =s m1 m22 (2) . (6.30) 

Kako {to se gleda od ravenkite (6.23) i (6.27), so ovaa transfor-
macija se dijagonaliziraat ne samo matricite na impedanciite na tri-
faznite uramnote`eni granki koi ne pretstavuvaat elektri~ni ma{i-
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ni, tuku i matricite na impedanciite na trifaznite uramnote`eni 
granki koi pretstavuvaat elektri~ni ma{ini, iako poslednite mat-
rici ne se simetri~ni. 

Primenuvaj}i ja ovaa transformacija, trifaznata granka vsu{-
nost ja transformirame vo tri monofazni, od koi prvata e na nultiot, 
vtorata na direktniot i tretata na inverzniot redosled. Koga taa 
transformacija }e se primeni na site granki na trifazniot elektro-
energetski sistem, so soodvetno povrzuvawe na grankite na nultiot re-
dosled ja dobivame mre`ata na nultiot redosled, so soodvetno povrzu-
vawe na grankite na direktniot redosled ja dobivame mre`ata na di-
rektniot redosled i so soodvetno povrzuvawe na grankite na inver-
zniot redosled ja dobivame mre`ata na inverzniot redosled. 

Vo slu~aj na uramnote`en trifazen sistem, za naponite na koj i 
da e jazol i, mo`e da se napi{e: 

U

U

U

U

a

a

Ui

i

i

i

i
a,b,c

a

b

c

a=



















=
















⋅

1
2 . (6.31) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (6.20) i (6.31), od ravenkata (6.4) dobivame: 

U U a a

a a

a

a

U Ui i i i
0,1,2 a,b,c a a= ⋅ =

















⋅
















⋅ =
















Tsim.
* 1

3

1 1 1

1

1

1 0

32

2

2

0

. (6.32) 

Od ravenkata (6.32) proizleguva deka kaj uramnote`enite siste-
mi nenulti naponi postojat samo vo mre`ata na direktniot redosled. 
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7. PRESMETKA NA KUSITE VRSKI 

7.1. Voved 

So presmetkite na kusite vrski se opredeluvaat naponite na 
jazlite na elektroenergetskiot sistem i struite vo negovite elementi 
pri postoewe na gre{ka (defekt) kaj nekoj od jazlite na sistemot. Po-
znavaweto na tie strui i naponi e neophodno kako za ispravno proekti-
rawe i nagoduvawe na relejnata za{tita taka i za soodvetno dimenzi-
onirawe na opremata vo razvodnite postrojki. Relejnata za{tita vo 
elektroenergetskiot sistem ima zada~a da otkrie postoewe na gre{ka 
i, preku dejstvuvawe na soodvetnite prekinuva~i, da go izdvoi povrede-
niot element (ili del) od sistemot, ograni~uvaj}i gi {tetite vo opre-
mata i sveduvaj}i gi prekinite na isporakata na elektri~nata energija 
na racionalna merka. 

Vo ova poglavje }e bidat obraboteni presmetkite na naponite i 
struite pri: simetri~na trifazna kusa vrska, ednofazna kusa vrska i 
dvofazna kusa vrska. Presmetkite baziraat vrz koristeweto na matri-
cata na impedanciite na analiziraniot sistem. 

Kaj distributivnite sistemi presmetkite na kusite vrski mo-
`at da se izveduvaat i na poinakov na~in od tuka opi{aniot (na pri-
mer, [40]). 

7.2. Pretstavuvawe na elektroenergetskiot sistem 

Vo stacionaren re`im na rabota trifazen elektroenergetski 
sistem mo`e da bide pretstaven kako na slikata 7.1. Me|utoa, vo pre-
smetkite na kusite vrski, glavno, se dobivaat zadovolitelni rezultati 
i preku analiza na uprostena pretstava na sistemot. Takvata pretstava 
e prika`ana na slikata 7.2. Vo uprostenata pretstava se zema slednovo: 

a) sekoj generator se pretstavuva so konstantna elektromotorna 
sila zad negovata reaktancija (suptranzientna, tranzientna 
ili sinhrona); 

b) se zanemaruvaat site napre~ni granki (napre~ni reaktori i 
kondenzatori, napre~ni granki od zamenskite {emi na vodo-
vite i transformatorite, potro{uva~i); 

v) site transformatori se zemaat so nominalen prenosen odnos 
(t.e. so prenosen odnos ednakov na edinica, izrazen vo edi-
ni~ni vrednosti). 
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Generatori Potro{uva~i

Elektroenergetska mre`a

Jazol  k

 
Slika 7.1   Pretstava na elektroenergetskiot sistem vo stacionaren re`im na 

rabota 

Generatori

Elektroenergetska mre`a

Jazol k

 
Slika 7.2   Uprostena pretstava na elektroenergetskiot sistem 



236 

Pokraj toa, koga se vo pra{awe visokonaponski mre`i so nad-
zemni vodovi, ~esto se zanemaruvaat aktivnite otpornosti na vodovite 
i transformatorite. So toa presmetkite zna~itelno se uprostuvaat. 

7.3. Op{t slu~aj na kusa vrska 

Neka za elektroenergetskiot sistem so n jazli (ne smetaj}i ja 
zemjata), pretstaven na slikata 7.2, imame formirana matrica na impe-
danciite na sistemot ( Za,b,c ). Taa matrica e formirana zemaj}i ja zem-
jata kako referenten jazol. Pri opredeluvaweto na elementite na mat-
ricata Za,b,c se zemeni predvid i reaktanciite na generatorite. 

]e go nabquduvame slu~ajot koga vo sistemot od slikata 7.2 vo 
jazolot k }e nastapi kusa vrska od proizvolen vid. Toj jazol }e go nare-
kuvame jazol na kusata vrska. Kusata vrska e posledica na postoewe ne-
regularna granka pome|u jazolot na kusata vrska i zemjata. Taa granka 
}e ja narekuvame granka na kusata vrska. Pri tie uslovi elektroener-
getskiot sistem mo`e da se pretstavi kako na slikata 7.3. Na slikata 
7.3 elektromotornite sili na generatorite se pretstaveni so soodvet-
ni naponski generatori, a vo grankata na kusata vrska se vklu~eni dve 
grupi pomo{ni naponski generatori (ozna~eni so I i II). Vo sekoja od 
fazite na grankata na kusata vrska se vklu~eni po dva naponski genera-
tora. Nivnite naponi se ednakvi so odnosnite fazni naponi na jazolot 
na kusata vrska pred nastanuvaweto na kusata vrska. Dvata pomo{ni ge-
neratora vo istata faza imaat sprotivni nasoki. Imaj}i gi predvid 
nasokite na naponskite generatori, sosema e razbirlivo deka nivnoto 
vklu~uvawe ne vlijae nitu vrz goleminite na struite vo grankata na ku-
sata vrska nitu vrz naponot na jazolot na kusata vrska. Naponskite ge-
neratori, vmetnati vo grankata na kusata vrska, se nare~eni pomo{ni, 
bidej}i pri~inata za nivnoto vklu~uvawe vo razgleduvaniot sistem e 
da pridonesat analizata da se izvede na poednostaven na~in. 

Za da ne dojde do konfuzija, na goleminite {to se odnesuvaat na 
re`imot pred nastanuvaweto na kusata vrska }e im dodavame nula vo 
dolniot indeks, napi{ana vo malite zagradi, a na goleminite {to se 
odnesuvaat na re`imot po nastanuvaweto na kusata vrska }e im ja doda-
vame vo dolniot indeks oznakata k.v., napi{ana vo malite zagradi. 

Naponite vo elektroenergetskiot sistem od slikata 7.3, po na-
stanuvaweto na kusata vrska, }e gi opredelime so superpozicija na na-
ponite od slednive dva re`ima: 



237 

• prv re`im − vklu~eni se site naponski generatori, osven po-
mo{nite naponski generatori od II grupa, koi se kuso vrzani; 

• vtor re`im − kuso se vrzani site naponski generatori, osven 
pomo{nite naponski generatori od II grupa. 

E.M.S. na generatori

Elektroenergetska mre`a

Jazol k

i reaktancii na generatori
pretstaveni so Z a,b,c

Granka na

U a,b,c
k (0)

U a,b,c
k (0)

I

II

grupa

grupa

I a,b,ck (k.v.)

U a,b,c
k (k.v.)

kusata vrska

 
Slika 7.3   Pretstava na elektroenergetskiot sistem so gre{ka kaj jazolot k 

Vo prviot re`im naponite na pomo{nite naponski generatori 
od prvata grupa se vo opozicija so faznite naponi na jazolot k, poradi 
{to vo grankata na kusata vrska nema strui i naponite na site jazli }e 
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gi imaat istite vrednosti {to gi imale i pred nastanuvaweto na kusa-
ta vrska, t.e. mo`e da se napi{e: 

( )U Ua,b,c a,b,c

a,b,c

a,b,c

a,b,c

a,b,c

I
= =































( )

( )

( )

( )

( )

0

1 0

0

0

0

U

U

U

U

i

k

n

. (7.1) 

Vo vtoriot re`im dejstvuvaat samo pomo{nite naponski gene-
ratori od vtorata grupa i vo grankata na kusata vrska uslovuvaat struja 

Ik( )k.v.
a,b,c . Naponite na jazlite na elektroenergetskiot sistem mo`at da 

se presmetaat so ravenkata (3.21), koja vo ovoj slu~aj mo`e da se napi{e 
vo vid: 

( ) ( )U Z Ia,b,c a,b,c a,b,c
II II

= ⋅ . (7.2) 

Bidej}i, vo vtoriot re`im, injektiranite strui se struite vo grankata 
na kusata vrska i nivnite nasoki se sprotivni na usvoenata pozitivna 
nasoka za injektiranite strui, mo`eme da napi{eme: 

( )I a,b,c a,b,cII
=

−

























0

0

0

I k ( )k.v.

. (7.3) 

Matricata kolona, ~ii elementi se faznite naponi na jazlite 
po nastanuvaweto na kusata vrska, }e ja ozna~ime so: 
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U ( )

( )

( )

( )

( )

k.v.

k.v.

k.v.

k.v.

k.v.

a,b,c

a,b,c

a,b,c

a,b,c

a,b,c

=































U

U

U

U

i

k

n

1

. (7.4) 

Toga{, so superpozicija na naponite od prviot i vtoriot re`im, 
dobivame: 

( ) ( ) ( )U U U U Z I( ) ( )k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c= + = + ⋅

I II II0   .  (7.5) 

Imaj}i gi predvid matri~nite ravenki (7.1), (7.3) i (7.4), od mat-
ri~nata ravenka (7.5), za naponite na oddelnite jazli po nastanuvaweto 
na kusata vrska, sleduva: 

U U Z I

U U Z I

U U Z I

U U Z I

k k

i i ik k

k k kk k

n n nk k

1 1 0 1

0

0

0

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .

k.v. k.v.

k.v. k.v.

k.v. k.v.

k.v. k.v.

a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c

a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c

a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c

a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c

= − ⋅

= − ⋅

= − ⋅

= − ⋅

 (7.6) 

Od druga strana, ako so Zg.k.v.
a,b,c  ja ozna~ime matricata na impedan-

ciite na grankata na kusata vrska, toga{ naponot na jazolot na kusata 
vrska, po nastanuvaweto na kusata vrska, mo`e da se izrazi na sledniov 
na~in: 

U Z Ik k( ) ( )k.v. g.k.v. k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c= ⋅ . (7.7) 

Matricata Zg.k.v.
a,b,c  e kvadratna matrica od tret red. Vrednostite 

na oddelnite elementi na ovaa matrica zavisat od vidot na kusata vrs-
ka i od goleminite na impedanciite preku koi e napravena kusata vrs-
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ka. Podocna podetalno }e se zadr`ime na opredeluvaweto na ovaa mat-
rica za oddelni vidovi kusi vrski. 

Naponot na jazolot na kusata vrska go imame izrazeno na dva na-
~ina: so k-tata ravenka od sistemot (7.6) i so ravenkata (7.7). Izramnu-
vaj}i gi desnite strani na tie ravenki dobivame: 

Z I U Z Ik k kk kg.k.v. k.v. k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c⋅ = − ⋅( ) ( ) ( )0 , (7.8) 

od kade {to za strujata vo grankata na kusata vrska sleduva: 

( )I Z Z Uk kk k( ) ( )k.v. g.k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c= + ⋅

−1
0 . (7.9) 

Po opredeluvaweto na strujata vo grankata na kusata vrska, so 
ravenkata (7.7) se opredeluva naponot na jazolot na kusata vrska, a na-
ponite na ostanatite jazli se opredeluvaat so ravenkite (7.6). 

Ako za matricata na impedanciite na grankata na kusata vrska 
se dobie deka nekoi nejzini elementi imaat beskone~no golemi vred-
nosti, toga{ taa ne e pogodna za presmetka na soodvetnite strui i na-
poni po nastanuvaweto na kusata vrska. Vo takov slu~aj e pogodno da se 
koristi matricata na admitanciite na grankata na kusata vrska, {to 
}e ja ozna~uvame so Yg.k.v.

a,b,c . 

Ako e poznata Yg.k.v.
a,b,c , zavisnosta na strujata vo grankata na kusa-

ta vrska od naponot na jazolot na kusata vrska se izrazuva so ravenkata: 

I Y Uk k( ) ( )k.v. g.k.v. k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c= ⋅ . (7.10) 

Ako vo ravenkata za naponot na jazolot na kusata vrska, od sis-
temot (7.6), namesto strujata vo grankata na kusata vrska }e go napi{e-
me izrazot od desnata strana na ravenkata (7.10), dobivame: 

U U Z Y Uk k kk k( ) ( ) ( )k.v. g.k.v. k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c= − ⋅ ⋅0 , (7.11) 

od kade {to za naponot na jazolot na kusata vrska se dobiva: 

( )U Z Y Uk kk k( ) ( )k.v. g.k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c= + ⋅ ⋅

−
E

1
0 , (7.12) 
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kade {to so E  e ozna~ena edini~na matrica od tret red. 

Po presmetuvaweto na naponot na jazolot k, na koj nastanala ku-
sata vrska, so ravenkata (7.10) mo`e da se presmeta strujata vo granka-
ta na kusata vrska, a potoa, so ravenkite (7.6), mo`at da se presmetaat i 
naponite na drugite jazli. 

Nezavisno od toa dali se koristi matricata Zg.k.v.
a,b,c  ili matrica-

ta Yg.k.v.
a,b,c , otkako }e se presmetaat naponite na jazlite, mo`e da se pri-

stapi kon presmetka na struite vo oddelni granki na sistemot. Tuka }e 
se zadr`ime samo na slu~ajot koga presmetuvame struja vo grankata 
{to ne e induktivno spregnata so drugi granki. Neka grankata pome|u 
jazlite i i l e edna takva granka. Matricata na impedanciite na taa 

granka neka e Zi l−
a,b,c . Za strujata vo nea mo`e da se napi{e: 

( ) ( )I Z U Ui l i l i l− −
−

= ⋅ −( ) ( ) ( )k.v. k.v. k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c1

. (7.13) 

Ako u{te se zeme deka pred nastanuvaweto na kusata vrska napo-
nite na jazlite i i l bile ednakvi, koristej}i gi ravenkite (7.6) i (7.13), 
za strujata vo grankata i−l dobivame: 

( ) ( )I Z Z Z Ii l i l lk ik k− −
−

= ⋅ − ⋅( ) ( )k.v. k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c1

. (7.14) 

7.4. Primena na simetri~nite komponenti 

Vo potpoglavjeto 7.3. vidovme deka, pri kusa vrska na jazolot k, 
strujata vo grankata na kusata vrska mo`e da se opredeli so ravenkata 
(7.9), t.e. 

( )I Z Z Uk kk k( ) ( )k.v. g.k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c= + ⋅

−1
0 . (7.15) 

Ako kako matrica na transformacija se zeme matricata Tsim. , 

vrz osnova na ravenkite (6.4) i (6.5) sleduva: 

U Uk k( ) ( )0 0
a,b,c 0,1,2= ⋅Tsim.  , (7.16 a) 

I Ik k( ) ( )k.v. sim. k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅T . (7.16 b) 



242 

Imaj}i gi predvid ravenkite (7.16 a) i (7.16 b), ravenkata (7.15) mo`e da 
se napi{e vo vid: 

( )T Tsim. k.v. g.k.v. sim.⋅ = + ⋅ ⋅
−

I Z Z Uk kk k( ) ( )
0,1,2 a,b,c a,b,c 0,1,21

0 . (7.17) 

Ako ravenkata (7.17) se pomno`i matri~no odlevo so Tsim.
−1 , pri 

{to se ima predvid ravenkata (6.21), i ako se iskoristi praviloto od 
matri~nata algebra, spored koe e: 

( ) ( )T Tsim. sim.⋅ = ⋅
− − −Z Zkk kk

a,b,c a,b,c1 1 1 , 

odnosno 

( )[ ] ( )T Tsim.
*

g.k.v. g.k.v. sim.⋅ + = + ⋅
− −

Z Z Z Zkk kk
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c1 1

 

i 

( )[ ] ( )[ ]T T T Tsim.
*

g.k.v. sim. sim.
*

sim.
*

g.k.v.⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ +
− −

Z Z Z Zkk kk
a,b,c a,b,c a,b,c a,b,c1 1

, 

so uva`uvawe na ravenkata (6.17) za simetri~nite komponenti na stru-
jata vo grankata na kusata vrska dobivame: 

( )I Z Z Uk kk k( ) ( )k.v. g.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2= + ⋅

−1
0 . (7.18) 

Kako {to mo`e da se konstatira, ravenkata (7.18) za presmetuva-
we na simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na kusata vrs-
ka e formalno od ist oblik kako i ravenkata (7.9) za presmetuvawe na 
faznite strui vo grankata na kusata vrska. Razlikata e samo vo toa {to 
vo ravenkata za presmetuvawe na faznite strui gornite indeksi se 
a,b,c, dodeka vo ravenkata za presmetka na simetri~nite komponenti 
gornite indeksi se 0,1,2. 

So analogna postapka mo`at da se transformiraat i drugite ra-
venki so koi se presmetuvaat naponite i struite pri kusata vrska. 
Pritoa ravenkite go zadr`uvaat formalniot oblik, a gornite indeksi 
a,b,c se zamenuvaat so gornite indeksi 0,1,2. 
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Taka, po presmetuvaweto na strujata vo grankata na kusata vrska, 
za presmetuvawe na simetri~nite komponenti na naponot na jazolot k, 
na koj do{lo do kusa vrska, se koristi ravenkata (7.7), koja po trans-
formacijata stanuva: 

U Z Ik k( ) ( )k.v. g.k.v. k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2= ⋅ . (7.19) 

Za presmetka na simetri~nite komponenti na naponite na drugite jaz-
li se koristi ravenkata: 

U U Z I i n i ki i ik k( ) ( ) ( ) , , ;k.v. k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2= − ⋅ = ≠0 1 ;       . (7.20) 

Dokolku pak grankata na kusata vrska e pretstavena so nejzinata 
matrica na admitanciite, najnapred se presmetuvaat simetri~nite 
komponenti na naponot na jazolot k, na koj nastanala kusata vrska. Za 
taa cel se koristi ravenkata (7.12), koja po transformacijata stanuva: 

( )U Z Y Uk kk k( ) ( )k.v. g.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2= + ⋅ ⋅

−
E

1
0 . (7.21) 

Potoa se presmetuvaat simetri~nite komponenti na strujata vo gran-
kata na gre{kata. Za toa se koristi ravenkata (7.10), koja po transfor-
macijata stanuva: 

I Y Uk k( ) ( )k.v. g.k.v. k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2= ⋅ . (7.22) 

I vo ovoj slu~aj simetri~nite komponenti na naponite na drugite jazli 
se presmetuvaat so ravenkata (7.20). 

Za presmetuvawe na simetri~nite komponenti na strujata na ku-
sata vrska vo grankata k−l se koristi ravenkata (7.13), koja po trans-
formacijata stanuva: 

( ) ( )I Z U Ui l i l i l− −
−

= ⋅ −( ) ( ) ( )k.v. k.v. k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,21

, (7.23) 

ili ravenkata (7.14), koja po transformiraweto stanuva: 

( ) ( )I Z Z Z Ii l i l lk ik k− −
−

= ⋅ − ⋅( ) ( )k.v. k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,21

. (7.24) 
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7.5. Simetri~na trifazna kusa vrska 

Simetri~nata trifazna kusa vrska se karakterizira so toa {to 
grankata na kusata vrska ima ednakvi impedancii vo site tri fazi. Na 
slikata 7.4. e prika`an primer na granka na simetri~na trifazna kusa 
vrska. Oznakata (t.k.v.) vo dolniot indeks ozna~uva deka goleminata se 
odnesuva na re`im po nastanuvawe na simetri~na trifazna kusa vrska. 

Zz.

Z k.v. Z k.v. Z k.v.

a b c

Jazol k

I k
a

(t.k.v.)

 

Slika 7.4   Granka na simetri~na trifazna kusa vrska 

Za trifaznata granka od slikata 7.4 vrskata pome|u parametrite 
i promenlivite mo`e da se izrazi so sledniov sistem ravenki: 

( )
( )
( )

U Z I Z I I I

U Z I Z I I I

U Z I Z I I I

k k k k k

k k k k k

k k k k k

(t.k.v.) k.v. (t.k.v.) z. (t.k.v.) (t.k.v.) (t.k.v.)

(t.k.v.) k.v. (t.k.v.) z. (t.k.v.) (t.k.v.) (t.k.v.)

(t.k.v.) k.v. (t.k.v.) z. (t.k.v.) (t.k.v.) (t.k.v.)

a a a b c

b b a b c

c c a b c

= ⋅ + ⋅ + +

= ⋅ + ⋅ + +

= ⋅ + ⋅ + +

 

.

 (7.25) 

Sistemot ravenki (7.25) mo`e da se napi{e vo slednava matri~-
na forma: 

U
U
U

Z Z Z Z
Z Z Z Z
Z Z Z Z

I
I
I

k

k

k

k

k

k

(t.k.v.)

(t.k.v.)

(t.k.v.)

k.v. z. z. z.

z. k.v. z. z.

z. z. k.v. z.

(t.k.v.)

(t.k.v.)

(t.k.v.)

a

b

c

a

b

c



















=
+

+
+

















⋅



















. (7.26) 
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So sporeduvawe na ravenkata (7.26) so ravenkata (7.7) zaklu~u-
vame deka, vo slu~aj na simetri~na trifazna kusa vrska, matricata na 
impedanciite na grankata na kusata vrska e: 

Z
Z Z Z Z

Z Z Z Z
Z Z Z Z

g.k.v.

k.v. z. z. z.

z. k.v. z. z.

z. z. k.v. z.

a,b,c =
+

+
+

















. (7.27) 

Vrz osnova na ravenkite (6.16) i (6.20), mno`ej}i ja ravenkata 
(7.27) matri~no odlevo so matricata Tsim.

*  i matri~no oddesno so mat-

ricata Tsim. , za simetri~nite komponenti na impedanciite na granka-

ta na kusata vrska se dobiva: 

Z
Z Z

Z
Z

g.k.v.

k.v. z.

k.v.

k.v.

0,1,2 =
+















3 0 0
0 0
0 0

. (7.28) 

Neka vo elektroenergetskiot sistem, za koj e poznata matricata 
na simetri~nite komponenti na impedanciite na sistemot Z0,1,2 , na-
stanala simetri~na trifazna kusa vrska kaj jazolot k. Simetri~nite 
komponenti na strujata vo grankata na kusata vrska }e gi opredelime so 
ravenkata (7.18). Pritoa gi imame predvid ravenkite (7.28) i (6.32). 
Taka dobivame: 

I

Z Z Z

Z Z

Z Z

Uk

kk

kk

kk

k( )

( )

( )

( )
( )t.k.v.

k.v. z.

k.v.

k.v.

0,1,2

0

1

2

a=

+ +

+

+





































⋅ ⋅



















−
3 0 0

0 0

0 0

0

3

0

1

0 , 

od kade {to za simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na 
kusata vrska sleduva: 

I
U

Z Zk
k

kk
( )

( )
( )t.k.v.

k.v.

0,1,2
a

1=
⋅

+
⋅



















3
0

1

0

0 . (7.29) 
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Ako ravenkata (7.29) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim. , definirana so ravenkata (6.20), imaj}i ja predvid ravenkata 

(7.16 b), za faznite strui vo grankata na kusata vrska dobivame: 

I
U

Z Z
a

a

k
k

kk
( )

( )
( )t.k.v.

k.v.

a,b,c
a

1=
+

⋅



















0 2

1

. (7.30) 

Od ravenkite (7.19), (7.28) i (7.29) za simetri~nite komponenti 
na naponot na jazolot na koj nastanala kusata vrska dobivame: 

U

Z Z

Z

Z

U

Z Zk
k

kk
( )

( )
( )t.k.v.

k.v. z.

k.v.

k.v.
k.v.

0,1,2
a

1=

+

















⋅
⋅

+



















3 0 0

0 0

0 0

0
3 0

0

, 

t.e. 

U
Z U

Z Zk
k

kk
( )

( )
( )t.k.v.

k.v.

k.v.

0,1,2
a

1=
⋅ ⋅

+
⋅



















3
0

1

0

0 . (7.31) 

Ako ravenkata (7.31) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim. , imaj}i gi predvid ravenkite (6.4) i (6.20), za faznite naponi na 

jazolot k, na koj nastanala simetri~na trifazna kusa vrska, se dobiva: 

U
Z U

Z Z
a

a

k
k

kk
( )

( )
( )t.k.v.
k.v.

k.v.

a,b,c
a

1=
⋅

+
⋅



















0 2

1

. (7.32) 

Simetri~nite komponenti na naponite na drugite jazli }e gi 
opredelime so pomo{ na ravenkata (7.20), koristej}i gi i ravenkite 
(6.32) i (7.29). Taka dobivame: 
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U U

Z

Z

Z

U

Z Z
i i

ik

ik

ik

k

kk
( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( )t.k.v.

k.v.

0,1,2 a

0

1

2

a

1
= ⋅
















−



















⋅
⋅

+





















0
3

0

0 0

0 0

0 0

0
3

0

0
0

, 

t.e. 

U U
Z U

Z Z
i i

ik k

kk
( ) ( )

( )
( )

( )t.k.v.
k.v.

0,1,2 a
1 a

1
= ⋅ −

⋅

+













 ⋅
















3
0
1
0

0
0

. (7.33) 

Vrz osnova na ravenkata (6.4), ako ravenkata (7.33) se pomno`i 
matri~no odlevo so matricata Tsim. , za faznite naponi na jazolot i, }e 

se dobie:  

U U
Z U

Z Z
a
a

i i
ik k

kk
( ) ( )

( )
( )

( )t.k.v.
k.v.

a,b,c a
1 a

1
= −

⋅

+













 ⋅
















0
0 2

1
 . (7.34) 

Simetri~nite komponenti na strujata vo grankata {to ne e in-
duktivno spregnata so drugi granki mo`at da se opredelat so ravenkata 
(7.23) ili (7.24). Imaj}i ja predvid ravenkata (7.29), od ravenkata (7.24) 
sleduva: 

I

Z

Z

Z

Z Z

Z Z

Z Z

U

Z Z

i l

i l

i l

i l

lk ik

lk ik

lk ik

k

kk

−

−

−

−

−

=





































⋅

−

−

−



















⋅
⋅

+





















( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

,

t.k.v.

k.v.

0,1,2

0

1

2

0 0

1 1

2 2

a

1

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0
3

0

1

0

 
t.e. 

I
Z Z

Z

U

Z Z

Z Z

Z
Ii l

lk ik

i l

k

kk

lk ik

i l
k−

− −

=
−

⋅
⋅

+
⋅















=

−
⋅ ⋅

















( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

t.k.v.
k.v.

t.k.v.
0,1,2

1 1

1

a

1

1 1

1
13 0

1
0

0
1
0

0
. (7.35) 
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Ako ravenkata (7.35) se pomno`i matri~no odlevo so Tsim. , imaj-

}i gi predvid ravenkite (6.2) i (6.20), za faznite strui vo grankata i l−  
dobivame: 

( )I
Z Z

Z

U

Z Z
a
a

Z Z

Z
I a

a
i l

lk ik

i l

k

kk

lk ik

i l
k−

− −

=
−

⋅
+

⋅















=

−
⋅ ⋅

















( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )t.k.v.
k.v.

k.v.
a,b,c

1 1

1

a

1

1 1

1
a0 2 2

1 1
. (7.36) 

Ne e te{ko da se proveri deka ravenkata (7.36) va`i i vo slu~aj 
koga e l k= , t.e. koga se presmetuva strujata na kusa vrska vo granka 
{to e neposredno povrzana so jazolot na koj nastanala trifaznata si-
metri~na kusa vrska. 

Od ravenkite (7.29) do (7.36) se gleda deka struite i naponite po 
nastanuvaweto na kusata vrska se proporcionalni na fazniot napon 
pred nastanuvaweto na kusata vrska. No, momentot na nastanuvaweto na 
kusata vrska ne se znae odnapred, a vo normalen pogon naponot na nab-
quduvaniot jazol mo`e da varira vo opredelen interval. Poradi toa e 
opravdano da se postavi pra{aweto: koja vrednost na naponot pred na-
stanuvaweto na kusata vrska da se zeme vo presmetkite na struite i na-
ponite po nastanuvaweto na kusata vrska? Odgovorot na ova pra{awe e 
zavisen od namenata na presmetkite. Dokolku so presmetkite treba da 
se dobijat najgolemite mo`ni vrednosti na strujata na kusata vrska, vo 
presmetkite }e se koristat najgolemi o~ekuvani vrednosti na naponot 
pred nastanuvaweto na kusata vrska. I obratno, dokolku so presmetki-
te treba da se dobijat najmalite strui na kusite vrski, vo presmetkite 
}e se koristat najmali o~ekuvani vrednosti na naponot pred nastanuva-
weto na kusata vrska. 

Osven toa, treba da se naglasi deka tuka navedenite formuli za 
presmetuvawe naponi na jazlite i strui vo grankite treba da se koris-
tat imaj}i gi predvid pretpostavkite vovedeni pri izveduvaweto na 
op{tite ravenki za presmetka na struite i naponite po nastanuvaweto 
na kusata vrska. Bidej}i e pretpostaveno deka site napre~ni granki i 
optovaruvawata se zanemaruvaat, ne e te{ko da se zaklu~i deka za ko-
rektna primena na izvedenite ravenki: 

• faznata impedancija na grankata na kusata vrska ne treba da 
se zema so proizvolna vrednost, tuku nejzinata vrednost treba 
da bide dovolno mala, vsu{nost mnogu pomala od vleznata im-
pedancija na mre`ata vo jazolot na kusata vrska (vsu{nost vo 
najgolem broj slu~ai se zema deka faznata impedancija na 
grankata na kusata vrska e ednakva na nula); 
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• no, i vo slu~aite koga prethodniot uslov e zadovolen, presme-
tanite rezultati za struite vo elementite na mre`ata se pri-
fatlivi samo za elementite na mre`ata {to se neposredno 
povrzani so jazolot kaj koj nastanala kusata vrska, kako i za 
elementite {to se elektri~no blisku do toj jazol, bidej}i kaj 
drugite elementi komponentata na strujata poradi kusata vrs-
ka ne mora da bide mnogu pogolema od komponentata na struja-
ta poradi optovaruvaweto (koja e tuka zanemarena). 

Ovoj komentar va`i ne samo za slu~aj na simetri~na trifazna 
kusa vrska tuku i za drugite vidovi kusa vrska. 

7.6. Ednofazna kusa vrska 

Ednofaznata kusa vrska se karakterizira so toa {to grankata na 
kusata vrska ima kone~na impedancija, Zk.v. , samo vo ednata faza. Na 

slikata 7.5. e prika`an primer na granka na ednofazna kusa vrska kaj 
jazolot k, kade {to kone~nata impedancija e vo fazata a. Oznakata 
(e.k.v.) vo dolniot indeks ozna~uva deka goleminata se odnesuva na re-
`imot po nastanuvawe na ednofazna kusa vrska. 

Z k.v.

a b c

Jazol k

I k
a

(e.k.v.)

 
Slika 7.5   Granka na ednofazna kusa vrska 

Za trifaznata granka od slikata 7.5 vrskata pome|u parametrite 
i promenlivite mo`e da se izrazi so sledniov sistem ravenki: 

I Y U

I

I

k k

k

k

( ) ( )

( )

( )

e.k.v. k.v. e.k.v.

e.k.v.

e.k.v.

a a

b

c

= ⋅

=

=

0

0   ,

 (7.37) 
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kade {to so: 

Y Zk.v.
k.v.

= 1  (7.38) 

e ozna~ena admitancijata vo fazata na koja nastanala kusata vrska. 

Sistemot ravenki (7.37) mo`e da se napi{e vo sledniov matri-
~en oblik: 

I
I
I

Y U
U
U

k

k

k

k

k

k

(e.k.v.)

(e.k.v.)

(e.k.v.)

k.v. (e.k.v.)

(e.k.v.)

(e.k.v.)

a

b

c

a

b

c



















=
















⋅



















0 0
0 0 0
0 0 0

. (7.39) 

So sporeduvawe na ravenkata (7.39) so ravenkata (7.10) zaklu~u-
vame deka, vo slu~aj na ednofazna kusa vrska, matricata na admitanci-
ite na grankata na kusata vrska e: 

Y
Y

g.k.v.

k.v.
a,b,c =

















0 0
0 0 0
0 0 0

. (7.40) 

Ako ravenkata (7.40) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim.

*  i matri~no oddesno so matricata Tsim. , soglasno na ravenkata 

(6.18), za simetri~nite komponenti na admitanciite na grankata na 
gre{kata se dobiva: 

Y
Y

g.k.v.
k.v.0,1,2 =

















3

1 1 1
1 1 1
1 1 1

. (7.41) 

Vo ovoj slu~aj na kusa vrska, od ravenkata (7.21), za simetri~nite 
komponenti na naponot na jazolot na koj nastanala kusata vrska sle-
duva: 

( )U Z Y Uk kk k( ) ( )e.k.v. g.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2= + ⋅ ⋅

−
E

1
0 . (7.42) 
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Imaj}i predvid deka matricata Yg.k.v.
0,1,2  e definirana so ravenstvoto 

(7.41), od ravenkata (7.42) se dobiva: 

U

Z Y Z Y Z Y

Z Y Z Y Z Y

Z Y Z Y Z Y

Uk

kk kk kk

kk kk kk

kk kk kk

k( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )e.k.v.

k.v. k.v. k.v.

k.v. k.v. k.v.

k.v. k.v. k.v.

0,1,2

0 0 0

1 1 1

2 2 2

a= +

+









































⋅ ⋅



















−
1+ 1

3
1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1

1

0

3

0

1

0  .

 (7.43) 

Inverznata matrica od ravenkata (7.43) }e ja opredelime so po-
stapkata izlo`ena vo Dodatokot A. Bidej}i inverznata matrica treba 
matri~no da se pomno`i oddesno so matricata kolona koja ima nenulti 
element samo vo vtorata redica, dovolno e da se opredelat samo ele-
mentite od vtorata kolona na inverznata matrica. Tie elementi }e se 
opredelat so re{avawe na sistemot linearni ravenki : 

1 + 1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

Z Y Z Y Z Y

Z Y Z Y Z Y

Z Y Z Y Z Y

kk kk kk

kk kk kk

kk kk kk

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 0

1 1 1

2 2 2

k.v. k.v. k.v.

k.v. k.v. k.v.

k.v. k.v. k.v.

1

1

0

1

0

12

22

32

+

+





















⋅



















=



















δ

δ

δ

, (7.44) 

kade {to so δ12 , δ 22  i δ 32  se ozna~eni elementite na vtorata kolona 
na baranata inverzna matrica. 

Ako dvete strani na ravenkata (7.44) gi pomno`ime so 3Zk.v. , }e 

se dobie: 

3Z +

3Z

3Z

3Z

k.v.

k.v.

k.v.

k.v.

Z Z Z

Z Z Z

Z Z Z

kk kk kk
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0

0

. (7.45) 

Sistemot ravenki napi{an vo matri~na forma (7.45) }e go 
transformirame primenuvaj}i ekvivalentni transformacii. 
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• Prvata ravenka na noviot sistem }e ja dobieme so sobirawe na 
trite stari ravenki i delewe na taka dobienata ravenka so 

Z Z Z Zkk kk kk
( ) ( ) ( )0 1 2+ + + 3 k.v. . 

• Vtorata ravenka na noviot sistem }e ja dobieme koga od stara-
ta vtora ravenka ja odzememe novata prva ravenka pomno`ena 

so Zkk
( )1 . Potoa taka dobienata vtora ravenka ja delime so 3Zk.v.  

• Tretata ravenka na noviot sistem }e ja dobieme koga od stara-
ta treta ravenka ja odzememe novata prva ravenka pomno`ena 

so Zkk
( )2 . Potoa taka dobienata treta ravenka ja delime so 

3Zk.v.  

Na toj na~in se dobiva sistem ravenki {to mo`e da se napi{e vo 
sledniov matri~en oblik: 

1 1 1

0 1 0

0 0 1

3

3

1
3
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=
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kk kk kk

k.v.
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k.v.

( ) ( ) ( )

(

( ) ( ) ( )

(

( ) ( ) ( )

0 1 2

1)

0 1 2

2)

0 1 2

. (7.46) 

Od matri~nata ravenka (7.46) sleduva: 

δ 32
3

= −
+ + +

Z

Z Z Z Z
kk

kk kk kk

( )

( ) ( ) ( )

2

0 1 2
k.v.

 

δ 22
3

3
=

+ +

+ + +

Z Z Z

Z Z Z Z
kk kk

kk kk kk

k.v.

k.v.

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 2

0 1 2  (7.47) 

δ 12
3

= −
+ + +

Z

Z Z Z Z
kk

kk kk kk

( )

( ) ( ) ( )

0

0 1 2
k.v.

 . 
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So ravenkite (7.47) se opredeleni elementite na vtorata kolona 
na inverznata matrica od ravenkata (7.43). Elementite na drugite dve 
koloni ne se potrebni i nema da gi opredeluvame. Namesto sekoj od tie 
elementi vo ravenkata (7.48) e napi{an pra{alnik. Imaj}i gi predvid 
ravenkite (7.47), ravenkata (7.43) mo`e da se napi{e vo vid: 

U
Z Z Z Z

Z

Z Z Z

Z

Uk
kk kk kk

kk

kk kk

kk

k( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
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? ?

? ?
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k.v.

k.v.
0,1,2

0 1 2
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0 2

2

a=
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⋅
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+ +

−



















⋅ ⋅



















1
3

3

0

3

0

0 ,

 (7.48) 

od kade {to za simetri~nite komponenti na naponot na jazolot na koj 
do{lo do ednofazna kusa vrska (na fazata a, preku impedancijata 
Zk.v. ) sleduva: 

U
U

Z Z Z Z

Z

Z Z Z

Z

k
k

kk kk kk

kk

kk kk

kk

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )
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k.v.
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a

0 1 2

0

0 2
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=
⋅
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⋅
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−



















3

3
30 . (7.49) 

Ako ravenkata (7.49) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim. , imaj}i gi predvid ravenkite (6.4) i (6.20), za faznite naponi na 

jazolot k, na koj nastanala ednofazna kusa vrska, se dobiva: 

( ) ( )
( ) ( )

U U

U

Z Z Z Z

Z

a Z a a Z a Z

a Z a a Z a Z

k k

k

kk kk kk
kk kk

kk kk

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

e.k.v. sim. e.k.v.

k.v.

k.v.

k.v.

k.v.

a,b,c 0,1,2

a

0 1 2
0 2

0 2

= ⋅

=
+ + +

⋅ − + − + ⋅

− − − + ⋅



















T

0 2 2 2

23

3

1 3

1 3

 .

  (7.50) 

So pomo{ na ravenkata (7.22), uva`uvaj}i gi ravenkite (7.41) i 
(7.49), za simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na edno-
faznata kusa vrska mo`e da se napi{e: 
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I Y U

Y U

Z Z Z Z
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 (7.51) 

od kade {to sleduva: 

I
U

Z Z Z Zk
k

kk kk kk
( )

( )
( ) ( ) ( )e.k.v.

k.v.

0,1,2
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⋅
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0 . (7.52) 

Ako ravenkata (7.52) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
T sim. , imaj}i gi predvid ravenkite (6.5) i (6.20), za faznite strui vo 
grankata na ednofaznata kusa vrska dobivame: 

I I
U

Z Z Z Zk k
k

kk kk kk
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )e.k.v. sim. e.k.v.
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⋅



















T
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0 . (7.53) 

Simetri~nite komponenti na naponite na drugite jazli mo`at 
da se presmetaat so pomo{ na ravenkata (7.20). Vo ovoj slu~aj, imaj}i ja 
predvid ravenkata (7.52), ravenkata (7.20) mo`e da se napi{e vo vid: 
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,
 (7.54) 

od kade {to sleduva: 
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U U I
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0 , (7.55) 

odnosno 
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0 . (7.56) 

Ako ravenkata (7.56) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim. , imaj}i gi predvid ravenkite (6.4) i (6.20), za faznite naponi na 
jazolot i, dobivame: 

U U

U a

a
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Z Z Z Z

Z Z Z

Z a Z aZ

Z aZ a Z

i i

i
k
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(7.57) 

Za presmetuvawe na simetri~nite komponenti na strujata na ku-
sata vrska vo grankata i−l se koristi ravenkata (7.23), koja mo`e da se 
napi{e vo forma: 

( ) ( )I Z U Ui l i l i l− −
−

= ⋅ −( ) ( ) ( )e.k.v. e.k.v. e.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,21

, (7.58) 

ili ravenkata (7.24), koja mo`e da se napi{e vo forma: 

( ) ( )I Z Z Z Ii l i l lk ik k− −
−

= ⋅ − ⋅( ) ( )e.k.v. e.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,21

. (7.59) 

Vo vrska so korektnosta na rezultatite od presmetkite na napo-
nite na jazlite {to se elektri~no daleku od jazolot na kusata vrska i 
presmetkite na struite vo grankite {to se elektri~no daleku od jazo-
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lot na kusata vrska, i tuka va`at zabele{kite dadeni na krajot na 
potpoglavjeto 7.5. 

7.7. Dvofazna kusa vrska 

]e razgleduvame kusa vrska pome|u fazite b i c. Grankata na 
kusata vrska neka ima ednakvi impedancii vo dvete fazi, kako {to e 
prika`ano na slikata 7.6. Oznakata (d.k.v.) vo dolniot indeks ozna~uva 
deka goleminata se odnesuva na re`im po nastanuvawe na dvofazna kusa 
vrska. 

Z k.v. Z k.v.

a b c

Jazol k

I k
b

(d.k.v.)

 
Slika 7.6   Granka na dvofazna kusa vrska 

Za dvofaznata kusa vrska kako na slikata 7.6 vrskata pome|u 
parametrite i promenlivite mo`e da se izrazi so sledniov sistem ra-
venki: 
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 (7.60) 

ili vo matri~na forma: 
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, (7.61) 
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od kade {to za matricata na admitanciite na grankata na kusata vrska 
sleduva: 

Y
Y Y

Y Y

Y
g.k.v.

k.v. k.v.

k.v. k.v.

k.v.a,b,c = −

−
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0
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2

0 0 0

0 1 1

0 1 1

 . (7.62) 

Ako ravenkata (7.62) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim.

*  i matri~no oddesno so matricata Tsim. , soglasno na ravenkata 

(6.18), za simetri~nite komponenti na admitanciite na grankata na ku-
sata vrska se dobiva: 

Y
Y

g.k.v.
k.v.0,1,2 = ⋅ −

−



















2

0 0 0

0 1 1

0 1 1

. (7.63) 

Vo slu~aj na dvofazna kusa vrska kaj jazolot k, za simetri~nite 
komponenti na naponot na jazolot na koj nastanala kusata vrska od ra-
venkata (7.21) sleduva: 

( )U Z Y Uk kk k( ) ( )d.k.v. g.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2= + ⋅ ⋅

−
E

1
0 . (7.64) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (6.32) i (7.63), od ravenkata (7.64) se do-
biva: 
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t.e. 
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Ako ravenkata (7.65) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim. , imaj}i gi predvid ravenkite (6.4) i (6.20), za faznite naponi na 

jazolot k, na koj nastanala dvofazna kusa vrska, se dobiva: 
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 (7.66) 

Simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na kusata 
vrska gi presmetuvame so ravenkata (7.22), koja vo slu~ajov ja pi{uvame 
vo vid: 

I Y Uk k( ) ( )d.k.v. g.k.v. d.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2= ⋅ . (7.67) 

Imaj}i gi predvid ravenkite (7.63) i (7.65), od ravenkata (7.67) se do-
biva: 
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t.e. 
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So poznatite simetri~ni komponenti na strujata vo grankata na 
kusata vrska mo`eme da gi opredelime faznite strui vo taa granka. Za 
taa cel ja koristime ravenkata (6.5). Od ravenkata (6.5), imaj}i gi pred-
vid ravenkite (6.20) i (7.69), dobivame: 
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a a U

Z Z Zk
k

kk kk
( )

( )
( ) ( )d.k.v.

k.v.

a,b,c
a

1 2=
− ⋅

+ +
⋅

−



















2
0

2

0

1

1

. (7.70) 

Simetri~nite komponenti na naponite na drugite jazli mo`at 
da se presmetaat so pomo{ na ravenkata (7.20). Vo ovoj slu~aj, imaj}i ja 
predvid ravenkata (7.69), ravenkata (7.20) mo`e da se napi{e vo vid: 
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 (7.71) 

od kade {to sleduva: 
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0 . (7.72) 

Ako ravenkata (7.72) se pomno`i matri~no odlevo so matricata 
Tsim. , imaj}i gi predvid ravenkite (6.4) i (6.20), za faznite naponi na 

jazolot i (na koj ne nastanala dvofazna kusa vrska), dobivame: 
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Za presmetuvawe na simetri~nite komponenti na strujata na ku-
sata vrska vo grankata i−l se koristi ravenkata (7.23), koja mo`e da se 
napi{e vo forma: 

( ) ( )I Z U Ui l i l i l− −
−

= ⋅ −( ) ( ) ( )d.k.v. d.k.v. d.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,21

 (7.74) 

ili ravenkata (7.24) koja mo`e da se napi{e vo forma: 

( ) ( )I Z Z Z Ii l i l lk ik k− −
−

= ⋅ − ⋅( ) ( )d.k.v. d.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,21

 . (7.75) 

Vo vrska so korektnosta na rezultatite od presmetkite na napo-
nite na jazlite {to se elektri~no daleku od jazolot na kusata vrska i 
presmetkite na struite vo grankite {to se elektri~no daleku od jazo-
lot na kusata vrska, i tuka va`at zabele{kite dadeni na krajot na pot-
poglavjeto 7.5. 

7.8. Primeri na presmetka na kusi vrski 

7.8.1. Primer na presmetka na trifazna kusa vrska 

Nabquduvame elektroenergetski sistem kako na slikata 7.7. Po-
datoci za parametrite na vodovite za direktniot i nultiot redosled se 
dadeni vo tabelata 7.1. Generatorite i blok-transformatorite vo B i 
C se so ednakvi parametri i tie se dadeni na slikata 7.7. Blok-trans-
formatorite se so sprega ∆Y, pri {to triagolnikot e od stranata na 
generatorite. 

Vo slu~aj na trifazna kusa vrska kaj jazolot A da se opredelat: 
• faznite strui vo grankata na gre{ka, 
• naponite vo jazlite B i C, 
• faznite strui vo grankite A−B i A−C. 

Da se pretpostavi deka naponite vo jazlite pred nastanuvaweto 
na kusata vrska bile za 5% povisoki od nominalnite naponi i deka im-
pedancijata na grankata na kusata vrska e ednakva na nula. 
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B

A

C

G G

13 %
50 MVA

10 kV DE

13 %
50 MVA

13 %
50 MVA

13 %
50 MVA

10 kV

110 kV

 

Slika 7.7   Elektroenergetskiot sistem za primerot 7.8.1 

Tabela 7.1   Impedancii na vodovite 

Vod Direkten redosled 
Ω 

Nulti redosled 
Ω 

A−B   4,55 + j 15,15888   9,74 + j   45,5667 

A−C 10,90 + j 36,30000 22,69 + j 108,9000 

B−C   7,62 + j 25,41000 15,88 + j   76,2300 

 

R e { e n i e :  

Presmetkite na struite i naponite vo sistemot vo slu~aj na ku-
sa vrska }e gi napravime so pomo{ na simetri~nite komponenti. Bidej-
}i pri trifazna kusa vrska ne e naru{ena simetrijata vo sistemot, za 
presmetka na prilikite vo sistemot e potrebno da se poznava samo mat-
ricata na impedanciite na sistemot za direkten redosled. 

Matricata na impedanciite na sistemot Z( )1  }e ja formirame 
taka {to zemjata }e ja zememe kako referenten jazol. Spored uslovite 
navedeni vo potpoglavjeto 7.2, vo uprostenata pretstava na elementite 
od sistemot, generatorite se pretstavuvaat samo so svojata reaktanci-
ja, napre~nite granki kaj jazlite se zanemaruvaat i site transformato-
ri se zemaat so nominalen prenosen odnos. Osven toa, ~esto, se zanema-
ruvaat i nadol`nite aktivni otpornosti na visokonaponskite nadzem-
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ni vodovi i na transformatorite, {to i tuka zaradi uprostuvawe }e 
bide napraveno. 

Ako usvoime bazna mo}nost od 100 MVA, a za bazni naponi gi ze-
meme nominalnite naponi (10 kV i 110 kV), baznite impedancii se: 1 Ω 
i 121 Ω, soodvetno. Fazniot napon vo jazlite pred nastanuvaweto na 
gre{kata, vo edini~ni vrednosti, e: 

U k ( )
,

0
1 05 0

3
a =

+ j
 per unit .   

Na slikata 7.8 e prika`ana zamenska {ema na razgleduvaniot 
sistem za direkten redosled. Vo nea, pokraj simbolite za impedanciite 
na elementite, se dadeni i vrednostite na reaktanciite za direkten re-
dosled, izrazeni vo edini~ni vrednosti. 

B

A

C

0 0

0,26

0,26

0,26

0,26
0,21

0,30

0,12528

 

Slika 7.8   Zamenska {ema na sistemot za direkten redosled 

Na slikata 7.8 ne se prika`ani jazlite D i E, a generatorite 
zaedno so soodvetnite blok-transformatori mo`at da se pretstavat so 
edna granka ~ija{to ekvivalentna reaktancija e suma na reaktanciite 
na soodvetniot generator i blok-transformator. Toa mo`eme da go na-
pravime bidej}i, spored uslovite od zada~ata, ne e potrebno da se 
presmetuvaat naponite vo jazlite D i E. Na toj na~in brojot na 
nezavisni jazli e namalen za dva, {to zna~itelno ja olesnuva rabotata 
pri opredeluvaweto na matricata na impedanciite za direkten redo-
sled. Od slikata 7.8 se gleda deka vo sistemot ima tri nezavisni jazli, 
a referenten e jazolot 0, t.e. zemjata. 

Matricata na impedanciite za direkten redosled }e ja formira-
me so pomo{ na postapkata za postapno formirawe na matrica na im-
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pedancii objasneta vo potpoglavjeto 3.6. Za da gi svedeme na minimum 
matemati~kite operacii za formirawe matrica na impedancii, spojni-
cite treba da gi dodavame vo delumniot sistem {tom vo nego }e bidat 
vklu~eni dvata jazla koi à pripa|aat na soodvetnata spojnica. 

Vo prviot ~ekor ja dodavame grankata 0−C, so {to vo delumniot 
sistem se voveduva jazolot C. Potoa, vo vtoriot ~ekor, ja dodavame 
grankata 0−B i vo delumniot sistem go voveduvame jazolot B. Matrica-
ta na impedanciite na delumniot sistem, po dodavaweto na jazolot B, e: 

C B

( ) j
0,52

  .Zdel. ,2
0

0 0 52
1 =











   

Vo tretiot ~ekor se sozdadeni mo`nosti za dodavawe na spojni-
cata B−C. Najnapred ja opredeluvame pomo{nata matrica redica so po-
mo{ na (3.39): 

[ ] [ ]
C B C B

BC CC BB CB = j 0,52   ,Zpom.red. = − − −Z Z Z Z( ) ( ) ( ) ( ) ,1 1 1 1 0 52
  

a potoa od ravenkata (3.45) go opredeluvame pomo{niot skalar: 

( )Z Z Z Zpom. pom.red. pom.red.= − + = − − + =−( ) ( ) , , ,B C B C j j 0,52 j j0 52 0 21 1 25  . 

Novite vrednosti na elementite na matricata na delumniot sis-
tem po dodavaweto na spojnicata B−C se presmetuvaat so pomo{ na ra-
venkata (3.49), taka {to matricata na delumniot sistem po dodavaweto 
na spojnicata e: 

C B

( ) j
0,30368

0,30368
  .Z del .

,
,2

0 21632
0 21632

1 = 





  

Vo sledniot ~ekor ja dodavame grankata C−A, so {to vo delum-
niot sistem se voveduva jazolot A. Vondijagonalnite elementi od no-
vata redica i kolona za jazolot A gi opredeluvame od ravenkata (3.30), 
a dijagonalniot element za jazolot A go opredeluvame od ravenkata 
(3.31): 

( )Z Z ZAA CC C A j , + , j( ) ( ) ( ) ,1 1 1 0 30368 0 3 0 60368= + = =− . 

Matricata na delumniot sistem po voveduvaweto na jazolot A e: 
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C B A

( ) j
0,30368 0,30368

0,30368
0,30368 0,60368

  .Zdel.

,
, ,

,
3

0 21632
0 21632 0 21632

0 21632

1 =
















  

Na krajot ostanuva da se dodade spojnicata A−B. Vo ovoj slu~aj 
pomo{nata matrica redica e: 

[ ]
C B A

AC BC AB BB AA BA   ,Zpom.red. = − − −Z Z Z Z Z Z( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
 

[ ]
C B A

j   ,Zpom.red. = −0 08736 0 08736 0 38736, , ,
 

a pomo{niot skalar e: 

Z Z Z Zpom. pom.red. pom.red.= − + =−( ) ( )A B A B j0,6  .
  

Kone~no, matricata na impedanciite na direktniot redosled e: 

                  C B A

j
0,2909604 0,2472804

0,2909604
0,2472804 0,3536004

  .Z ( )
,

, ,
,

1 =
















0 2290396
0 2290396 0 2727196

0 2727196

  

Simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na kusata vrs-
ka gi opredeluvame so pomo{ na ravenkata (7.29): 

I
U

Z Z
A

A

AA
j

j( )
( )

( )

,

, ,
,t.k.v.

k.v.

0,1,2
a

1=
⋅

+
⋅
















=
⋅

+
⋅
















= − ⋅
















3 0
1
0

3 1 05
3

0 3536004 0 0

0
1
0

2 969454
0
1
0

0  , 

a faznite strui se: 

I I a a
a a

a
a

A A j
3 0

j1,714416   per unit ,

( ) ( )
,

t.k.v. sim. t.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = − ⋅

















⋅
















= − ⋅
















T 2 969454
1 1 1
1
1

0
1

1

2

2

2
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odnosno: 

I
S
U

a
a

a
a

A j1,714416 j   kA( )
( )

,t.k.v.
bazna

bazen3
a,b,c = − ⋅

⋅
⋅
















= − ⋅














110

2 2
1

0 90
1

 . 

Naponot vo jazolot vo koj nastanala trifazna kusa vrska e edna-
kov na nula, bidej}i impedancijata na grankata na kusata vrska e ednak-
va na nula. Simetri~nite komponenti na naponite na drugite jazli gi 
presmetuvame so pomo{ na (7.33): 

U U Z IB B BA A( ) ( )
( )

( )t.k.v. t.k.v.
0,1,2 a 1 0,1,2= ⋅

















− ⋅
0

3
0

0
  , 

( )[ ]U B j j  per unit,( ) , , , ,t.k.v.
0,1,2 = − ⋅ − ⋅

















= ⋅
















1 05 0 2727196 2 969454
0
1
0

0 2401717
0
1
0

  

U U Z IC C CA A( ) ( )
( )

( )t.k.v. t.k.v.
0,1,2 a 1 0,1,2= ⋅

















− ⋅
0

3
0

0   , 

( )[ ]U C j j  per unit( ) , , , ,t.k.v.  .0,1,2 = − ⋅ − ⋅
















= ⋅
















1 05 0 2472804 2 969454
0
1
0

0 3157123
0
1
0

 

Potoa gi presmetuvame faznite naponi na jazlite B i C: 

U U a
a

a
a

B B   per unit   kV( ) ( )
, ,

t.k.v. sim. t.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = ⋅















= ⋅














T 0 2401717
3

1
26 42

3

1
2 2 , 

U U a
a

a
a

C C   per unit   kV( ) ( )
, ,

t.k.v. sim. t.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = ⋅















= ⋅














T 0 3157123
3

1
34 73

3

1
2 2 . 

Simetri~nite komponenti na struite vo vodovite A−B i A−C gi 
opredeluvame od (7.23): 
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( ) ( )I Z U U
U

X
A B( ) A B A( ) B( )

B( )
( )

A B
( )j

− −
−

−

= ⋅ − =
−

⋅










t.k.v. t.k.v. t.k.v.

t.k.v.0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2
1

1
1 0 0

1
0

 , 

I A B( ) j
j  per unit− = − ⋅

















= ⋅
















t.k.v.
0,1,2 0 2401717

0 12528

0
1
0

1 917079
0
1
0

,
,

,  , 

( ) ( )I Z U U
U

X
A C( ) A C A( ) C( )

C( )
( )

A C
( )j

 − −
−

−

= ⋅ − =
−

⋅
















t.k.v. t.k.v. t.k.v.
t.k.v.0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2

1

1

1 0 0
1
0

 , 

I A C( ) j
j  per unit− = − ⋅

















= ⋅
















t.k.v.
0,1,2 0 3157123

0 3

0
1
0

1 052374
0
1
0

,
,

,  , 

a faznite komponenti na tie strui se: 

I a a
a a

a
a

A B
j

j− = ⋅
















⋅












= ⋅












( )

,
,t.k.v.

a,b,c 1 917079
3

1 1 1
1
1

0
1
0

1 106827
1

2

2

2  per unit, 

I a
a

a
a

A B j j− =
⋅

⋅ ⋅














= ⋅












( ) , ,t.k.v.

a,b,c 100
3 110

1 106827
1

0 58
1

2 2  kA, 

I a
a

a
a

A C
j

j0− = ⋅














= ⋅












( )

,
,t.k.v.

a,b,c 1 052374
3

1
6075889

1
2 2  per unit, 

I a
a

a
a

A C j j− = ⋅
⋅

⋅














= ⋅












( )

, ,t.k.v.
a,b,c 0 6075889 100

3 110

1
0 32

1
2 2  kA. 

Zaradi kontrola, mo`eme da go proverime Kirhofoviot zakon za 
struite vo jazolot A: 

I I IA B( ) A C( ) A( )− −+ + =t.k.v. t.k.v. t.k.v.
a,b,c a,b,c a,b,c 0  . 
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7.8.2. Primer na presmetka na ednofazna kusa vrska 

Nabquduvame del od golem elektroenergetski sistem prika`an 
na slikata 7.9. Podatocite za reaktanciite na elementite za direkten 
i nulti redosled se dadeni vo tabelata 7.2, a nominalnite naponi na ge-
neratorot i transformatorite se prika`ani na slikata 7.9. Transfor-
matorot T1 ima sprega ∆Y so direktno zazemjeno yvezdi{te, a triagol-
nikot e od stranata na generatorot. Spregata na transformatorite T2 
i T3 e YY. Suptranzientnata reaktancija na nultiot redosled na osta-
tokot od elektroenergetskiot sistem povrzan so jazolot C e ednakva na 
soodvetnata reaktancija na direktniot redosled. 

Da se pretpostavi deka naponite na jazlite pred nastanuvaweto 
na kusata vrska bile za 10% povisoki od nominalnite naponi i deka 
impedancijata na grankata na kusata vrska e ednakva na nula. 

A

C

D

B

110 kV

T3T2

G

T1

15,0%
150 MVA

S    = 833,33 MVAk3
"

150 MVA
13,5%

450 MVA
13,5%

15,0%
150 MVA

220 kV

15 kV

 

Slika 7.9   Elektroenergetskiot sistem za primerot 7.8.2 

Tabela 7.2   Reaktancii na elementite 

Element Direkten redosled Nulti redosled 

A−D 18,1500 Ω 54,45 Ω 

B−C 29,0400 Ω 87,12 Ω 
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Pri ednofazna kusa vrska kaj jazolot A da se opredelat: 

a) faznite strui vo grankata na gre{kata, faznite naponi vo jaz-
lite A i D, faznite strui vo transformatorot T1 i strujata 
vo vrskata pome|u neutralnata to~ka na transformatorot T1 i 
zazemjuva~kiot sistem, ako yvezdi{tatata na transformatori-
te T2 i T3 ne se zazemjeni; 

b) faznite strui vo grankata na gre{kata ako dvete yvezdi{ta na 
transformatorot T3 se direktno zazemjeni. 

R e { e n i e :  

a) Yvezdi{tata na transformatorite T2 i T3 ne se zazemjeni. 

Re`imot na rabota na sistemot vo slu~aj na ednofazna kusa vrs-
ka e nesimetri~en, pa zaradi toa za presmetka na baranite golemini e 
potrebno da gi formirame matricite na impedanciite za direkten i 
nulti redosled. Nadol`nata reaktancija za nulti redosled kaj trans-
formatorite so sprega YY, bez zazemjeni yvezdi{ta, mo`e da se smeta 
deka e beskone~no golema. 

Ako usvoime bazna mo}nost od 100 MVA i bazni naponi ednakvi 
na nominalnite naponi vo sistemot (15 kV, 110 kV i 220 kV), soodvetni-
te bazni impedancii se: 2,25 Ω, 121 Ω i 484 Ω. Na slikata 7.10 se prika-
`ani zamenskite {emi na sistemot za direkten i nulti redosled. Broe-
vite pokraj elementite gi ozna~uvaat nadol`nite reaktancii na ele-
mentite vo edini~ni vrednosti. 

Fazniot napon vo jazlite pred nastanuvaweto na gre{kata e: 

U k ( )
,

0
1 1 0

3
a =

+ j
 per unit  . 

Matricata na impedanciite za direkten redosled e: 

D A C B         

j   ,Z ( )

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , ,

1 =



















0 1004525 0 06651583 0 05972850 0 07601810
0 06651583 0 1028280 0 08009049 0 07466062
0 05972850 0 08009049 0 08416289 0 07438914
0 07601810 0 07466062 0 07438914 0 1110407

 

dodeka matricata na impedanciite za nulti redosled e:  
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    D A C B

j   .Z ( )

, ,
, ,

, ,
, ,

0 =



















0 10 0 10 0 0
0 10 0 55 0 0

0 0 0 12 0 12
0 0 0 12 0 30

 

A

C

D

0

0,1

0,1
0,15

0,03

0,06
B

0

0,09

0,12

 

 
 

A

C

D

0

0,1
0,45

0,18
B

0

0,12

 

a) direkten redosled b) nulti redosled 

Slika 7.10   Zamenski {emi na sistemot od slikata 7.9 

Da zabele`ime deka vo matricata na impedanciite za nulti re-
dosled se javuvaat nulti vondijagonalni elementi. Toa e posledica na 
faktot deka vo nultiot redosled razgleduvaniot sistem se razdeluva 
na dva nezavisni sistema. Za sekoj od niv mo`e da se formira soodvet-
na matrica na impedancii za nulti redosled koi{to pretstavuvaat sub-
matrici na matricata na impedanciite za slo`en sistem. 

Simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na kusa vrska 
gi opredeluvame so pomo{ na ravenkata (7.52): 



270 

I
U

Z Z Z Z
A

A

AA AA AA

j j  ,

( )
( )

( ) ( ) ( )

,

, , ,
,

e.k.v.
k.v.

0,1,2
a

0 1 2
=

⋅

+ + + ⋅
⋅
















=

= −
⋅

⋅ + +
⋅
















= − ⋅
















3

3

1
1
1

3 1 1
3

2 0 1028280 0 55 0 0

1
1
1

1 455689
1
1
1

0

 

a faznite strui vo grankata na kusata vrska gi opredeluvame od raven-
kata (7.53): 

I IA A j2,521328
0

 per unit( ) ( )e.k.v. sim. e.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = − ⋅

















T
1
0  , 

odnosno 

I A j 2,521328
0

j
0

 kA( ) ,e.k.v.
a,b,c = −

⋅
⋅ ⋅

















= − ⋅
















100
3 110

1
0 1 32

1
0  . 

So pomo{ na ravenkata (7.49) gi presmetuvame simetri~nite 
komponenti na naponot vo jazolot A: 

U
U

Z Z Z Z

Z

Z Z Z

Z
A

A

AA AA AA

AA

AA AA

AA

( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )
e.k.v.

k.v.
k.v.

0,1,2
a

0 1 2

0

0 2

2
=

⋅

+ + + ⋅
⋅

−

+ + ⋅

−



















3

3
30  ,  

t.e.  

U A( )

,
,
,

e.k.v.
0,1,2 =

−

−

















0 8006288
0 9503144
0 1496856

 per unit, 

dodeka faznite naponi vo jazolot A se: 

U UA A j
j

( ) ( ) , ,
, ,

e.k.v. sim. e.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = − −

− +

















T
0

0 6933652 0 55
0 6933652 0 55

 per unit 

ili 
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U e

e
A

j

j

o

o
 kV( )

,

,

,
e.k.v.

a,b,c = ⋅
















−168 62
3

0
38 4

38 4
 . 

Simetri~nite komponenti na naponite vo jazolot D gi presme-
tuvame so pomo{ na (7.56): 

U U
U

Z Z Z Z

Z

Z

Z
D D

A

AA AA AA

DA

DA

DA

 per unit ,

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

, ,
,

,
,

,
,
,

e.k.v.
k.v.

0,1,2 a
a

0 1 2

0

1

2
= ⋅
















−
⋅

+ + + ⋅
⋅



















=

=
















− ⋅
















=
−

−

















0
3

0

3

3

0
1 1
0

1 455689
0 1

0 06651583
0 06651583

0 1455689
1 003174
0 09682634

0
0

  

a faznite naponi se: 

U UD D j
j

( ) . ( )

,
, ,
, ,

e.k.v. sim e.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = − −

− +

















T
0 4392359

0 3456843 0 55
0 3456843 0 55

 per unit 

ili 

U e

e
D

j

j

o

o
 kV( )

,

,

,

,

,
e.k.v.

a,b,c = ⋅ ⋅

⋅

















−1
3

83 69

123 77

123 77

122 2

122 2
 . 

Na krajot ostanuva da se presmetaat faznite strui i strujata vo 
vrskata pome|u neutralnata to~ka na transformatorot T1 i zazemju-
va~kiot sistem. Simetri~nite komponenti na struite vo transforma-
torot T1 gi presmetuvame od (7.59): 

( ) ( )I Z Z Z I0 D( ) D DA 0A A( )− −
−

= ⋅ − ⋅e.k.v. e.k.v.
0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2 0,1,2

0
1

 , 

I 0 D( ) j j− = − ⋅

−

−

−























= −
















e.k.v.
0,1,2 1 455689

0 1 0
0 1

0 06651583 0
0 2

0 06651583 0
0 2

1 455689
0 4841316
0 4841316

,

,
,

,
,

,
,

,
,
,

 , 
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taka {to za faznite strui vo transformatorot se dobiva: 

I I0 D( ) 0 D( ) j  per unit j   kA− −= ⋅ = −
















= −
















e.k.v. sim. e.k.v.
a,b,c 0,1,2T

1 399470
0 5609292
0 5609292

0 73
0 29
0 29

,
,
,

,
,
,

 . 

Strujata vo vrskata pome|u neutralnata to~ka na transformato-
rot T1 i zazemjuva~kiot sistem, }e ja dobieme ako gi sumirame faznite 
strui vo transformatorot, odnosno: 

I zaz. = − j   kA1 3, . 

b) Dvete yvezdi{ta na transformatorot T3 se direktno zazemjeni. 

Ako dvete yvezdi{ta na transformatorot T3 se zazemjeni, vo 
nultiot redosled }e postoi grankata A−C so reaktancija ednakva na re-
aktancijata za direkten redosled. Grafot na sistemot za direkten re-
dosled ne se menuva. 

Za da gi opredelime faznite strui vo grankata na gre{kata vo 
slu~aj na ednofazna kusa vrska na sobirnicite kaj jazolot A, potrebno 
e da ja presmetame matricata na impedanciite za nulti redosled vklu-
~uvaj}i ja novata granka (spojnica) A−C. Taa }e ja dobieme ako vo siste-
mot definiran so matricata opredelena pod a) ja dodademe spojnicata 
A−C. Da zabele`ime deka, vo ovoj slu~aj, dvata nezavisni dela od sis-
temot od slikata 7.8 b se povrzuvaat so spojnicata A−C poradi {to vo 
matricata na impedanciite za nulti redosled nema da postojat nulti 
elementi. 

Bidej}i vo ravenkata (7.52) figurira samo dijagonalniot ele-
ment za jazolot A, od novata matrica na impedanciite }e go opredelime 
samo toj element. Pomo{nata matrica redica ja dobivame kako razlika 
pome|u redicite od matricata na impedanciite {to odgovaraat za jaz-
lite A i C: 

[ ]
D A C B   

AD CD AA CA AC CC AB CBZ pom.red. = − − − −Z Z Z Z Z Z Z Z( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0 0 0  , 

[ ]
           D A C B

j   .Z pom.red. = − −0 10 0 55 0 12 0 12, , , ,  

Potoa za pomo{niot skalar dobivame: 

Z Z Z Zpom. pom.red. pom.red.= − + =−( ) ( ) ,A C A C
( ) j0 0 70  . 
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Dijagonalniot element za jazolot A e: 

Z Z
Z Z

ZAA( )
( )

AA( )
( ) A A

j j j   per unit.

nov star
pom.red. pom.red.

pom.

0 0= −
⋅

=

= − =

( ) ( )

, ,
,

,0 55 0 55
0 70

0 1178571
2

  

Spored toa, faznite strui vo grankata na gre{ka se: 

I A j j5,889270   per unit( )

,

, ,e.k.v.
a,b,c = −

⋅

⋅ +
⋅
















= − ⋅
















3 1 1
3

2 0 1028280 0 1178571

1
0
0

1
0
0

 , 

ili 

I A j3,1   kA( )e.k.v.
a,b,c = − ⋅

















1
0
0

 . 

7.8.3. Primer na presmetka na dvofazna kusa vrska 

Da se presmetaat faznite strui vo grankata na gre{kata, fazni-
te naponi vo jazolot so gre{ka i faznite strui vo vodot B−C ako vo 
elektroenergetskiot sistem od primerot 7.8.2. nastanala dvofazna ku-
sa vrska vo jazolot B. 

R e { e n i e :  

Za presmetka na prilikite vo elektroenergetskiot sistem vo 
slu~aj na dvofazna kusa vrska e potrebno da se poznava samo matricata 
na impedanciite za direkten redosled. Vo primerot 7.8.2 be{e presme-
tana matricata na impedanciite za direkten redosled i taa e: 

D A C B         

j   .Z ( )

, , , ,
, , , ,
, , , ,
, , , ,

1 =



















0 1004525 0 06651583 0 05972850 0 07601810
0 06651583 0 1028280 0 08009049 0 07466062
0 05972850 0 08009049 0 08416289 0 07438914
0 07601810 0 07466062 0 07438914 0 1110407

 

Ako pretpostavime deka kusata vrska nastanala pome|u fazite b 
i c, simetri~nite komponenti na naponite na jazolot so gre{ka gi pre-
smetuvame od (7.65): 
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U
U

Z Z Z
Z Z

Z
B

B

BB BB
BB

BB

 per unit( )
( )

( ) ( )
( )

( )
,
,

d.k.v.
k.v.

k.v.
0,1,2

a

1 2
2

2
=

⋅

+ + ⋅
⋅ + ⋅



















=
















3

2

0
2

0
0 55
0 55

0 , 

a faznite naponi na jazolot B se: 

U a a
a a

B   per unit( ) ,
,

,
,
,

d.k.v.
a,b,c = ⋅

















⋅














= −
−















1
3

1 1 1
1
1

0
0 55
0 55

0 6350856
0 3175428
0 3175428

2

2
 

ili 

U B =( )

,
,
,

,
,
,

d.k.v.
a,b,c = ⋅ −

−















⋅ −
−















110
0 6350856
0 3175428
0 3175428

1
3

121 0
60 5
60 5

  kV . 

Simetri~nite komponenti na strujata vo grankata na kusa vrska 
gi opredeluvame so pomo{ na ravenkata (7.69): 

I
U

Z Z ZB
B

BB BB

j ,953138( )
( )

( ) ( )d.k.v.
k.v.

0,1,2
a

1 2=
⋅

+ + ⋅
⋅

−

















= − ⋅
−

















3

2

0
1
1

4
0
1
1

0  , 

a potoa gi presmetuvame i soodvetnite fazni strui: 

I IB B 4,953138
1

 per unit
1

 kA( ) ( ) ,d.k.v. sim. d.k.v.
a,b,c 0,1,2= ⋅ = − ⋅

−

















= − ⋅
−

















T
0
1 2 6

0
1 . 

Od ravenkite (7.69) i (7.75) za simetri~nite komponenti na stru-
jata vo vodot B−C dobivame: 

I I
Z Z

ZB C B
( ) CB

( )
BB
( )

B C
( )−

−

=
−

⋅
−











( ) ( )d.k.v. d.k.v.

0,1,2 1
1 1

1

0
1
1

 , 

t.e. 

I B C( ) j3,025672  per unit− = ⋅
−

















d.k.v.
0,1,2

0
1
1

 . 

Faznite strui vo vodot B−C se: 
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I T IB C( ) B C( ) 3,025672   per unit− −= ⋅ = ⋅
−

















d.k.v. sim. d.k.v.
a,b,c 0,1,2

0
1
1

 

ili 

I B C( )
3,025672

3
  = 0,79− = ⋅

⋅
⋅

−

















⋅
−

















d.k.v.
a,b,c 100

220

0
1
1

0
1
1

  kA.
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A. NUMERI^KI METODI ZA RE[AVAWE 
SISTEMI LINEARNI RAVENKI 

Za re{avawe sistemi linearni ravenki postojat pove}e nume-
ri~ki metodi. Vo osnova, tie mo`at da se podelat na direktni i itera-
tivni. So pomo{ na direkten metod eden sistem linearni ravenki se 
re{ava po pat na izvr{uvawe odnapred poznat broj presmetkovni ope-
racii. Tuka }e bidat razgledani samo nekoi od najpoznatite direktni 
metodi. Pome|u niv se: metodot na Gausova eliminacija, metodite so 
faktorizacija na matricata na koeficientite i metodot so inverzija 
na matricata na koeficientite. 

A1. Gausova eliminacija 

Re{avaweto na sistem linearni ravenki so pomo{ na Gausovata 
eliminacija }e go objasnime na eden primer. Neka treba da se re{i 
sistemot linearni ravenki: 

2 4 2 6
3 4 10 3 13

3 2 15 53
5 9 7 20

1 3 4
1 2 3 4

2 3 4
1 2 3 4

x x x
x x x x

x x x
x x x x

− − = −
+ − − = −

+ − = −
+ − − = −

 
.
 (A1) 

Bidej}i sistemot (A1) ima ~etiri ravenki i ~etiri nepoznati, 
procesot na eliminacijata }e se sostoi od ~etiri ~ekori. 

Vo prviot ~ekor se transformiraat site ravenki {to imaat ne-
nulti koeficient pokraj nepoznatata x1 . Novata prva ravenka se do-
biva koga starata prva ravenka se podeli so koeficientot pokraj x1 . 
Vo primerov toj koeficient e ednakov na dva. Novata vtora ravenka se 
dobiva koga od starata vtora ravenka se odzeme novata prva ravenka po-
mno`ena so tri. Tretata ravenka ne se menuva bidej}i nejziniot koefi-
cient pokraj nepoznatata x1  e ednakov na nula. Novata ~etvrta ravenka 
se dobiva koga od starata ~etvrta ravenka se odzeme novata prva ra-
venka pomno`ena so 5. Na toj na~in se postignuva vo novata prva ra-
venka koeficientot pokraj x1  da bide ednakov na edinica, a vo ostana-
tite novi ravenki koeficientite pokraj x1  da bidat ednakvi na nula. 
Taka, po prviot ~ekor na eliminacijata, sistemot (A1) ja ima slednava 
forma: 
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x x x
x x
x x x
x x x

1 3 4
2 3
2 3 4
2 3 4

2 3
4 4 4
3 2 15 53

2 5

− − = −
− = −
+ − = −
+ − = −

 
.
 (A2) 

Pri izveduvaweto na vtoriot ~ekor od eliminacijata vo prvata 
ravenka ne se pravat nikakvi promeni. So presmetkite vo ramkite na 
ovoj ~ekor treba da se transformiraat vtorata, tretata i ~etvrtata ra-
venka na sistemot (A2). So transformacijata treba da se postigne vo 
vtorata ravenka koeficientot pokraj x 2  da bide ednakov na edinica, a 
koeficientite pokraj x 2  vo tretata i ~etvrtata ravenka da bidat ed-
nakvi na nula. Taka, novata vtora ravenka }e se dobie koga vtorata ra-
venka od sistemot (A2), t.e. vtorata ravenka dobiena po prviot ~ekor 
na eliminacijata, }e se podeli so 4. Novata treta ravenka }e se dobie 
koga od tretata ravenka od sistemot (A2) }e se odzeme novata vtora ra-
venka pomno`ena so 3. Novata ~etvrta ravenka }e se dobie koga od ~et-
vrtata ravenka od sistemot (A2) }e se odzeme novata vtora ravenka. So 
toa, po vtoriot ~ekor na eliminacijata, razgleduvaniot sistem raven-
ki ja dobiva slednava forma: 

x x x
x x

x x
x x

1 3 4
2 3

3 4
3 4

2 3
1

5 15 50
2 2 4

− − = −
− = −

− = −
− = −

 
.
 (A3) 

Vo tretiot ~ekor ne se menuvaat prvite dve ravenki. Novata tre-
ta ravenka }e ja dobieme koga tretata ravenka po vtoriot ~ekor, t.e. 
tretata ravenka na sistemot (A3), }e ja podelime so 5. Novata ~etvrta 
ravenka }e ja dobieme koga od ~etvrtata ravenka na sistemot (A3) }e ja 
odzememe novata treta ravenka pomno`ena so dva. Taka, po tretiot ~e-
kor na eliminacijata, razgleduvaniot sistem ja ima slednava forma: 

x x x
x x

x x
x

1 3 4
2 3

3 4
4

2 3
1

3 10
4 16

− − = −
− = −

− = −
=

 
.
 (A4) 

Vo ~etvrtiot ~ekor se transformira samo ~etvrtata ravenka, 
bidej}i taa e posledna ravenka vo sistemot. Novata ~etvrta ravenka }e 
se dobie koga ~etvrtata ravenka po tretiot ~ekor, t.e. od sistemot 
(A4), }e se podeli so nejziniot koeficient pokraj x 4 . 
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So toa e zavr{en procesot na eliminacijata, ~estopati nareku-
van eliminacija nanapred. Dobieniot sistem ja ima formata: 

x x x
x x

x x
x

1 3 4
2 3

3 4
4

2 3
1

3 10
4

− − = −
− = −

− = −
=

 
.
 (A5) 

Za matricata na koeficientite na sistemot (A5) se veli deka ima gor-
notriagolna forma. 

Od sistemot (A5) lesno mo`at da se presmetaat vrednostite na 
nepoznatite. Redosledot na nivnoto presmetuvawe e od x 4  kon x1 . Naj-
napred, od ~etvrtata ravenka e: 

x 4 4= . 

Potoa od tretata ravenka se dobiva: 

x x3 410 3 10 3 4 2= − + = − + ⋅ = . 

Natamu, od vtorata ravenka sleduva: 

x x2 31 1 2 1= − + = − + = . 

Na krajot, od prvata ravenka se presmetuva: 

x x x1 3 43 2 3 2 2 4 5= − + + = − + ⋅ + =  . 

Bidej}i ovoj proces zapo~nuva od poslednata i zavr{uva so prva-
ta ravenka, voobi~aeno e da se narekuva povratna zamena.  

Kako {to se gleda od ovoj primer, vo postapkata na re{avaweto 
mo`at da se razlikuvaat dva dela: eliminacija nanapred i povratna za-
mena. 

Da ja objasnime sega postapkata pri re{avawe na sistem od n li-
nearni ravenki so n nepoznati. Vo matri~en oblik toj sistem mo`e da 
se napi{e vo vid: 
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a a a a
a a a a
a a a a

a a a a

a a a a

x
x
x

x

x

b
b
b

b

b

n
n

n

k k k kn

n n n nn

k

n

k

n

11 12 13 1
21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

1 2 3

1
2
3

1
2
3



























⋅



























=



























 (A6) 

ili pokuso: 

A x b⋅ =  . (A7) 

Matricata A ja narekuvame matrica na koeficientite, a vektorot b go 
narekuvame vektor na slobodnite ~lenovi (ili poznat vektor). 

Vo ovoj slu~aj postapkata na Gausovata eliminacija nanapred se 
sostoi od n ~ekori. Vo sekoj od ~ekorite edna od ravenkite e glavna. Vo 
~ekorot k toa e ravenkata k. Vo prviot ~ekor }e ja podelime prvata 
(glavnata) ravenka so a11  i }e ja dobieme novata prva ravenka na siste-
mot. So pomo{ na novata prva ravenka }e gi transformirame ostanati-
te ravenki taka {to na krajot na prviot ~ekor kaj site niv vrednostite 
na koeficientite pokraj x1  }e bidat ednakvi na nula. Za toa da se pos-
tigne novata prva ravenka se mno`i so soodvetni mno`iteli i se odze-
ma od ostanatite ravenki. Zna~i, i vrednostite na koeficientite na 
ostanatite ravenki se menuvaat. ]e zememe deka novite vrednosti na 
koeficientite se postavuvaat na lokaciite na starite. Simbolot ←  
}e ozna~uva deka vrednosta na izrazot od desnata strana na simbolot se 
postavuva na lokacijata vo memorijata na koja bil koeficientot ~ija 
oznaka e napi{ana od levata strana na simbolot. Spored toa, za pre-
smetkite vo prviot ~ekor mo`e da se napi{e deka se izveduvaat vo dve 
fazi: 

• vo prvata faza se izveduva 

a
a
a

j n b
b
aj

j
1

1

11
1

1

11
1   ;   , ,         ← = ←i ; 

• vo vtorata faza se izveduva 

a a a a b b a b i n j nij ij i j i i i   ;         ;          ← − ⋅ ← − ⋅ = =1 1 1 1 2 1, , ; , , . 



283 

Po izveduvaweto na presmetkite od prviot ~ekor sistemot ja 
ima slednava forma: 

1
0
0

0

0

12 13 1
22 23 2

32 33 3

2 3

2 3

1
2
3

1
2
3

a a a
a a a
a a a

a a a

a a a

x
x
x

x

x

b
b
b

b

b

n
n

n

k k kn

n n nn

k

n

k

n



























⋅



























=



























 . (A8) 

Vo vtoriot ~ekor ne se menuva prvata ravenka. Vo prvata faza 
na vtoriot ~ekor vtorata ravenka od sistemot (A8) ja delime so koefi-
cientot a22 , pri {to se izveduvaat slednive operacii: 

a
a
a

j n b
b
aj

j
2

2

22
2

2

22
2   ;   , ,         ← = ←i . 

Potoa, vo vtorata faza na vtoriot ~ekor, se izveduvaat slednive ope-
racii:  

a a a a b b a b i n j nij ij i j i i i   ;        ;          ← − ⋅ ← − ⋅ = =2 2 2 2 3 2, , ; , , . 

Analogno na prvite dva ~ekora se izveduvaat i drugite ~ekori. 
Po izveduvaweto na prvite k − 1 ~ekori sistemot go ima sledniov ob-
lik: 

1
0 1
0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

12 13 1 1 1

23 2 2 2

3 3 3

1
2
3

a a a a a
a a a a

a a a

a a a

a a a

a a a

x
x
x

x

x

x

k j n

k j n

k j n

kk kj kn

ik ij in

nk nj nn

k

i

n

































⋅

































=

b
b
b

b

b

b

k

i

n

1
2
3

































 . (A9) 
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Vo prvata faza na ~ekorot k, ravenkata k na sistemot (A9) se de-
li so koeficientot akk , t.e. novite koeficienti na ravenkata k se do-
bivaat so izveduvawe na slednive operacii: 

a
a
a

j k nkj
kj

kk
   ;   , ,← =    i   b

b
ak

k

kk
  ←  . 

Natamu, vo vtorata faza na ~ekorot k, koristej}i gi novopresmetanite 
koeficienti na ravenkata k, se izveduvaat transformacii so koi se 
postignuva da bidat ednakvi na nula site koeficienti {to vo kolona-
ta k se nao|aat vo redicite od k + 1  do n.  Pritoa se presmetuva: 

a a a a b b a b i k n j k nij ij ik kj i i ik k   ;        ;          ← − ⋅ ← − ⋅ = + =1, , ; , , . 

Ako na opi{aniot na~in se izvedat site n ~ekori na eliminaci-
jata nanapred, }e se dobie sistem so sledniov oblik: 

x a x a x a x b
x a x a x b

x a x b

x a x a x b

x a x b
x b

n n

n n

n n

i i i i in n i

n n n n n

n n

1 12 2 13 3 1 1

2 23 3 2 2

3 3 3

1 1

1 1 1

+ + + + =
+ + + =

+ + =

+ + + =

+ =
=

+ +

− − −

… …
… …
… …

… …,

,

(A10) 

Zaslu`uva da bide naglaseno deka, iako se formalno ozna~eni na ist 
na~in, koeficientite vo sistemot (A10) se so poinakvi vrednosti 
otkolku vo pojdovniot sistem (A6). Matricata na koeficientite na 
sistemot (A10) e so gornotriagolna forma. Toa ovozmo`uva od siste-
mot (A10), so povratna zamena, direktno da se dobie baranoto re{enie. 
Najnapred, od poslednata ravenka na sistemot (A10) e: 

x bn n=  . (A11) 

Potoa od pretposlednata ravenka na sistemot (A10) sleduva: 

x b a xn n n n n− − −= − ⋅1 1 1,  . (A12) 
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Natamu, od ravenkite n n− −2 3 2 1, , ,  . ..  ,    na sistemot (A10) se oprede-
luvaat nepoznatite x x x xn n− −2 3 2 1, , ... , , , soodvetno. Ovie presmetki se 
izveduvaat so pomo{ na ravenkata: 

x b a x i ni i ij j
j i

n
= − = −

= +
∑

1
2 2 1     ; , , ,  . (A13) 

Sosema e razbirlivo deka za izveduvawe na opi{aniot proces na 
eliminacija e neophodno, vo sekoj ~ekor, soodvetniot dijagonalen ele-
ment na matricata na koeficientite da bide razli~en od nula. Postap-
kata na eliminacija za ~ie izveduvawe e neophodno da bide zadovolen 
navedeniot uslov nekoi avtori ja narekuvaat naivna Gausova elimina-
cija. 

No, vo praktikata, navedeniot uslov ne e sekoga{ ispolnet. Za 
ilustracija na prethodnoto mo`e da poslu`i sistem ravenki {to od 
sistemot (A1) se dobiva koga prvata i tretata ravenka gi zamenat mes-
tata. Vo taka dobieniot sistem ne e mo`no ni da zapo~ne opi{aniot 
na~in na Gausovata eliminacija. 

Zaslu`uva da se naglasi deka iako pojdovniot sistem ravenki gi 
ima razli~ni od nula site dijagonalni elementi, toj fakt ne obezbe-
duva deka po k − 1  ~ekori nema da se slu~i koeficientot akk  da bide 
ednakov na nula, {to bi zna~elo deka, toga{, so opi{aniot proces na 
eliminacija ne mo`e da se prodol`i. Za ilustracija da go nabquduvame 
sistemot linearni ravenki (A14), {to od sistemot (A1) se razlikuva 
samo po toa {to ~lenovite so nepoznatite x 2  i x 4  gi smenile mestata, 
t.e. 

2 2 4 6
3 3 10 4 13

15 2 3 53
5 7 9 20

1 2 3
1 2 3 4

2 3 4
1 2 3 4

x x x
x x x x

x x x
x x x x

− − = −
− − + = −
− + + = −
− − + = −

 
.
  (A14) 

Ako vo sistemot (A14) se izvede prviot ~ekor na (naivnata) Ga-
usova eliminacija, }e se dobie: 

x x x
x x

x x x
x x x

1 2 3
3 4

2 3 4
2 3 4

2 3
4 4 4

15 2 3 53
2 5

− − = −
− + = −

− + + = −
− + + = −

 
.
  (A15) 
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Vo sistemot (A15) ne e mo`no da se sprovede vtoriot ~ekor na 
(naivnata) Gausova eliminacija, iako vo pojdovniot sistem site dijago-
nalni elementi na matricata na koeficientite bile razli~ni od nula. 
Me|utoa, sistemot ima ednozna~no re{enie i nie znaeme deka toa re-
{enie e: x x x x1 2 3 45 4 2 1= = = =, ,   i . Za re{avawe na ovakvi sistemi 
e neophodno opi{anata postapka na eliminacija da se dopolni (kako 
{to e, na primer, opi{ano vo [39]). Dopolnenieto se sostoi vo toa {to 
vo procesot na eliminacijata, na po~etokot na ~ekorot k, se izbira ko-
ja od ravenkite }e bide glavna, t.e. koja }e ostane so nenulti koefici-
ent pokraj nepoznatata x k . Za taa cel vo sekoja ravenka na pojdovniot 
sistem se izbira koeficient so najgolema apsolutna vrednost. So taka 
izbranite vrednosti soodvetno se delat nenultite koeficienti na si-
te ravenki {to u~estvuvaat vo eliminacijata na ~ekorot k. Ravenkata 
kaj koja taka dobieniot relativen koeficient pokraj x k  e so najgolema 
apsolutna vrednost se zema kako glavna ravenka vo toj ~ekor na elimi-
nacijata. 

No, duri ni vo eden ~ekor na eliminacijata nanapred da ne bide 
ednakov na nula koeficientot so koj treba da se deli, sepak mo`e da se 
slu~i naivnata Gausova eliminacija da dovede do pogre{en rezultat. 
Gre{kite se posledica na toa {to realnite broevi se zapi{uvaat i so 
niv se operira so ograni~en broj cifri. Toa zna~i deka sekoj realen 
broj, naj~esto, se pretstavuva so pribli`en broj. Pri izveduvaweto na 
aritmeti~kite operacii so pribli`nite broevi e mo`no gre{kite da 
se multipliciraat. 

Za ilustracija na prethodnoto, so primena na (naivnata) Gauso-
va eliminacija, da go re{ime sistemot: 

ax bx b
x x

1 2
1 2

2
3

+ =
+ =  ,   (A16) 

kade b/a e mnogu golem broj. Po prviot ~ekor na eliminacijata nanap-
red, od sistemot (A16) dobivame: 

x b
a

x b
a

b
a

x b
a

1 2

2

2

1 3 2

+ =

−



 = − .

   (A17) 

Vo sistemot (A17) matricata na koeficientite e so gornotri-
agolna forma. Od toj sistem, so povratna zamena, se presmetuva: 
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x
b
a

b
a

2
3 2

1
2=

−

−
≈  

x b bx
a1

22 0= − ≈  . 

Ne e te{ko da se proveri deka taka presmetanite vrednosti ne ja 
zadovoluvaat vtorata ravenka na sistemot (A16). Toa zna~i deka, vo 
ovoj slu~aj, primenata na naivnata Gausova eliminacija ne doveduva do 
korektno re{enie. 

Me|utoa, ako sistemot (A16) se napi{e so izmenet redosled na 
ravenkite, primenata na naivnata Gausova eliminacija }e dovede do ko-
rekten rezultat. Vo toj slu~aj, po prviot ~ekor na eliminacijata na-
napred, }e se dobie: 

( )
x x

b a x b a
1 2

2

3
2 3

+ =
− = −  .  (A18) 

Natamu, so povratna zamena, od sistemot (A18) se dobiva korektno re-
{enie: 

x b a
b a

b
a

b
a

2
2 3

2 3

1
2= −

−
=

−

−
≈  

x x1 23 1= − ≈  . 

Kako {to se gleda od ovoj primer, problemite nema da se javat 
dokolku na sekoj ~ekor na eliminacijata nanapred }e se izvr{i soodve-
ten izbor pome|u kandidatite za glavna ravenka. 

Metodot za re{avewe na sistemi linearni ravenki so pomo{ na 
naivnata Gausova eliminacija e mnogu ednostaven za programirawe. Vo 
prodol`enie e izlo`en primer na soodvetna potprograma. 

Potprogramata e so ime SLR_GAUSS i e napi{ana vo FOR-
TRAN 90. Vleznite argumenti na potprogramata se skalarite nd i n, a 
vlezno-izleznite argumenti se matricite a i x. So nd se ozna~uva kol-
kav memoriski prostor e rezerviran za matricata na koeficientite na 
sistemot ravenki, odnosno maksimalniot broj na nepoznati vo eden 
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sistem ravenki. So n se ozna~uva kolku nepoznati ima vo sistemot {to 
treba da se re{i (n nd≤ ). Na vlezot vo potprogramata matricata a gi 
sodr`i koeficientite na sistemot spored ravenkata (A6), a na izlezot 
koeficientite na sistemot posle n ~ekori od eleminacijata, kako vo 
ravenkata (A10). Analogno, vektorot x na vlez mora da gi sodr`i ele-
mentite na poznatiot vektor od sistemot (A6), a na izlez vo nego e so-
dr`ano re{enieto na sistemot ravenki. 

Da zabele`ime deka vo potprogramata SLR_GAUSS izborot na 
glavnata ravenka vo sekoj ~ekor e determiniran od redniot broj na 
ravenkata. Isto taka, vo potprogramata ne se koristeni specijalni 
tehniki za operirawe samo so nenultite elementi. Edinstveno se od-
begnati nepotrebnite operacii so elementite levo od glavnata dijago-
nala, taka {to na izlez ne site elementi od matricata a levo od glav-
nata dijagonala se ednakvi na nula. 

subroutine SLR_GAUSS (nd,n,a,x)
implicit none
integer nd, i, j, k, n
real a(1:nd,1:nd), x(1:*), akk, aik

! eliminacija nanapred
do k = 1, n

akk = a(k,k)
x(k) = x(k) / akk
do i = k, n

a(k,i) = a(k,i) / akk
end do
do i = k + 1, n

aik = a(i,k)
x(i) = x(i) - x(k) * aik
do j = k + 1, n

a(i,j) = a(i,j) - aik * a(k,j)
end do

end do
end do

! povratna zamena
do i = n - 1, 1, -1

do j = n, i + 1, -1
x(i) = x(i) - x(j) * a(i,j)

end do
end do

end
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A2. Faktorizacija LU 

Neka matricata A e kvadratna nesingularna matrica od red n. 
Taa mo`e da se pretstavi vo vid na proizvod na dve kvadratni matrici 
od red n, {to }e gi ozna~ime so L i U, t.e. mo`e da se napi{e: 

A L U= ⋅ , (A19) 

pri {to matricata L e dolnotriagolna matrica, t.e. ja ima slednava 
forma: 

L =























l
l l
l l l

l l l ln n n nn

11

21 22

31 32 33

1 2 3

0 0 0
0 0

0 , (A20) 

dodeka matricata U e gornotriagolna matrica {to ima edinici po 
glavnata dijagonala, t.e. 

U =























1
0 1
0 0 1

0 0 0 1

12 13 1

23 2

3

u u u
u u

u

n

n

n . (A21) 

Od ravenkite (A19), (A20) i (A21) sleduva: 

a l uij ik
k

n

kj= ⋅
=
∑

1
. (A22) 

Sumata od desnata strana na ravenkata (A22) mo`e da se napi{e vo 
forma [26]: 

a l u l u l uij ik
k

i

kj ii ij ik
k i

n

kj= ⋅ + ⋅ + ⋅
=

−

= +
∑ ∑

1

1

1
. (A23) 
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Bidej}i za k i>  e l ik = 0 , vtorata suma od ravenkata (A23) e ednakva na 
nula i taa ravenka stanuva: 

a l u l uij ik
k

i

kj ii ij= ⋅ + ⋅
=

−

∑
1

1
. (A24) 

Od druga strana, sumata od desnata strana na ravenkata (A22) 
mo`e da se napi{e i vo forma: 

a l u l u l uij ik
k

j

kj ij jj ik
k j

n

kj= ⋅ + ⋅ + ⋅
=

−

= +
∑ ∑

1

1

1
. (A25) 

Poradi toa {to za k j>  e ukj = 0 , proizleguva deka vtorata suma 

od desnata strana na ravenkata (A25) e ednakva na nula. Spored toa, ra-
venkata (A25) mo`e da se napi{e vo forma: 

a l u l uij ik
k

j

kj ij jj= ⋅ + ⋅
=

−

∑
1

1
. (A26) 

Bidej}i dijagonalnite elementi na matricata U se ednakvi na 
edinica, od ravenkata (A26) sleduva: 

l a l u i jij ij ik
k

j

kj= − ⋅ ≥
=

−

∑
1

1
,    za  . (A27) 

So ravenkata (A27) mo`at da se presmetaat elementite na dol-
notriagolnata matrica L. 

Od druga strana, od ravenkata (A24) sleduva: 

u

a l u

l
i jij

ij ik
k

i

kj

ii
=

− ⋅

<=

−

∑
1

1

,   za  . (A28) 

So ravenkata (A28) mo`at da se presmetaat elementite na gor-
notriagolnata matrica U. Na ovoj na~in opredelenata matrica U e 
identi~na so gornotriagolnata matrica {to se dobiva kako rezultat 
na Gausovata eliminacija. 



291 

Zaslu`uva da se naglasi deka redosledot na presmetuvaweto na 
elementite na matricite L i U ne e proizvolen. ]e navedeme eden mo-
`en redosled. Najnapred se presmetuvaat elementite na prvata kolona 
na matricata L. Bidej}i za elementite na prvata kolona e j = 1 , od ra-
venkata (A27) sleduva deka vrednostite na elementite na prvata kolo-
na na matricata L se ednakvi na soodvetnite elementi na prvata kolona 
na matricata A. Potoa se presmetuvaat elementite na prvata redica na 
matricata U. Bidej}i za elementite na prvata redica e i = 1 , od raven-
kata (A28) proizleguva deka elementite na prvata redica na matricata 
U se dobivaat koga elementite na prvata redica na matricata A se po-
delat so elementot l11 . Natamu se presmetuvaat elementite na vtorata 
kolona na matricata L, pa elementite na vtorata redica na matricata 
U, pa elementite na tretata kolona na matricata L, pa elementite na 
tretata redica na matricata U, i taka natamu. 

Bidej}i dijagonalnite elementi na matricata U se ednakvi na 
edinica, mo`no e matricite L i U da se smestat vo edna matrica. Taa 
matrica }e ja ozna~ime so 

~A . Dokolku ne e potrebno pojdovnata matri-
ca A da se za~uva (vo memorijata na kompjuterot), novata matrica mo`e 
da bide na mestoto na matricata A. 

Na slikata A1 e prika`ana matricata 
~A  za edna kvadratna mat-

rica od sedmi red. Na taa slika se prika`ani kolonite na matricata L 
i redicite na matricata U. Rimskiot broj, pridru`en kon sekoja redi-
ca i kolona, go ozna~uva redosledot spored koj mo`at da se presmetuva-
at elementite na kolonite i redicite. 

I

II

III

IV

V

VI

VII

VIII

IX

X

XI
XII

XIII

A =
~

 

Slika A1   Redosled na presmetuvaweto na redicite i kolonite vo 
~A  
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Da zabele`ime deka redosledot na opredeluvaweto na elementi-
te na matricite L i U mo`e da bide razli~en od prika`aniot na slika-
ta A1. Poinakov redosled na presmetkite e primenet vo programskata 
realizacija dadena na krajot od ova potpoglavje. 

Izlo`enata postapka na faktorizacija nekoi avtori ja nareku-
vaat faktorizacija spored Kraut (Crout). 

Zaslu`uva da se zabele`i deka se primenuva i malku izmeneta 
faktorizacija vo koja dijagonalnite elementi na matricata L se zeme-
ni ednakvi na edinica, a dijagonalnite elementi na matricata U ne se 
ednakvi na edinica. Takvata faktorizacija nekoi avtori ja narekuvaat 
faktorizacija spored Dulitl (Doolittle) [39]. 

Poznavaweto na faktorite L i U na matricata na koeficienti-
te na linearniot sistem mo`e da bide iskoristeno za efikasno re{a-
vawe na sistemot. Vo toj slu~aj matri~nata ravenka: 

A x b⋅ =  (A29) 

mo`e da se napi{e vo vid: 

L U x b⋅ ⋅ =  . (A30) 

Proizvodot U x⋅   e matrica kolona (vektor), {to }e ja ozna~ime 
so y, t.e. 

U x y⋅ =  . (A31) 

Imaj}i ja predvid ravenkata (A31), ravenkata (A30) mo`e da se 
napi{e vo vid: 

L y b⋅ =  . (A32) 

Vo ravenkata (A32) e nepoznata samo matricata kolona y. Nej-
zinite elementi lesno mo`at da se opredelat od taa ravenka, bidej}i 
matricata L e dolnotriagolna matrica. Toj proces }e go narekuvame di-
rektna zamena. Po opredeluvaweto na elementite na vektorot y se pre-
minuva kon re{avaweto na ravenkata (A31). Bidej}i matricata U e gor-
notriagolna matrica, elementite na vektorot  x  ednostavno se dobiva-
at so povratna zamena. 

Za ilustracija na izlo`enata postapka da go re{ime sistemot 
linearni ravenki (A1), po pat na faktorizacija na matricata na ko-
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eficientite na edna dolnotriagolna matrica L i edna gornotriagolna 
matrica U. 

Sistemot linearni ravenki (A1) }e go napi{eme vo matri~na 
forma: 

2 0 4 2
3 4 10 3
0 3 2 15
5 1 9 7

6
13
53
20

1

2

3

4

− −
− −

−
− −



















⋅



















=

−
−
−
−



















x
x
x
x

. (A33) 

Najnapred }e gi opredelime elementite na matricite L i U. So 
pomo{ na ravenkata (A27), za elementite na prvata kolona na matrica-
ta L dobivame: 

l a
l a
l a
l a

11 11

21 21

31 31

41 41

2
3
0
5

= =
= =
= =
= =  .

 

Elementite na prvata redica na matricata U gi opredeluvame so 
pomo{ na ravenkata (A28). Taka dobivame: 

u
a
l

u
a
l

u
a
l

12
12

11

13
13

11

14
14

11

0
2

0

4
2

2

2
2

1

= = =

= = − = −

= = − = −  .

 

Za elementite na vtorata kolona na matricata L, so pomo{ na 
ravenkata (A27) presmetuvame: 

l a l u
l a l u
l a l u

22 22 21 12

32 32 31 12

42 42 41 12

4 3 0 4
3 0 0 3
1 5 0 1

= − ⋅ = − ⋅ =
= − ⋅ = − ⋅ =
= − ⋅ = − ⋅ =  .

 

Elementite na vtorata redica na matricata U, presmetani so 
pomo{ na ravenkata (A28), se: 
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( )

( )

u
a l u

l

u
a l u

l

23
23 21 13

22

24
24 21 14

22

10 3 2
4

1

3 3 1
4

0

=
− ⋅

=
− − ⋅ −

= −

=
− ⋅

=
− − ⋅ −

=  .

 

Elementite na tretata kolona na matricata L, presmetani so 
pomo{ na ravenkata (A27), se: 

( ) ( )
( ) ( )

l a l u l u
l a l u l u
33 33 31 13 32 23

43 43 41 13 42 23

2 0 2 3 1 5
9 5 2 1 1 2

= − ⋅ − ⋅ = − ⋅ − − ⋅ − =

= − ⋅ − ⋅ = − − ⋅ − − ⋅ − =  .
 

Elementite na tretata redica na matricata U, presmetani so po-
mo{ na ravenkata (A28), se: 

( )
u

a l u l u
l34

34 31 14 32 24

33

15 0 1 3 0
5

3=
− ⋅ − ⋅

=
− − ⋅ − − ⋅

= −  . 

Kone~no, so pomo{ na ravenkata (A27), za elementot vo ~etvrta-
ta kolona na matricata L, dobivame: 

( ) ( )l a l u l u l u44 44 41 14 42 24 43 34 7 5 1 1 0 2 3 4= − ⋅ − ⋅ − ⋅ = − − ⋅ − − ⋅ − ⋅ − = . 

Po opredeluvaweto na elementite na matricite L i U, na matri-
cata na koeficientite od ravenkata (A33), preminuvame kon re{ava-
weto na taa ravenka. Najnapred ja re{avame ravenkata (A32). Vo slu~a-
jov taa glasi: 

2 0 0 0
3 4 0 0
0 3 5 0
5 1 2 4

6
13
53
20

1
2
3
4



















⋅



















=

−
−
−
−



















y
y
y
y

 . (A34) 

So direktna zamena, od ravenkata (A34) presmetuvame: 

y1
6

2
3= − = −  

( )
y

y
2

113 3
4

13 3 3
4

1=
− − ⋅

=
− − ⋅ −

= −  
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( )
y

y
3

253 3
5

53 3 1
5

10=
− − ⋅

=
− − ⋅ −

= −  

( ) ( ) ( )
y

y y y
4

1 2 320 5 2
4

20 5 3 1 2 10
4

4=
− − ⋅ − − ⋅

=
− − ⋅ − − − − ⋅ −

=  . 

Potoa preminuvame kon re{avawe na ravenkata (A31). Vo slu~a-
jov taa glasi: 

1 0 2 1
0 1 1 0
0 0 1 3
0 0 0 1

3
1

10
4

1
2
3
4

− −
−

−



















⋅



















=

−
−

−



















x
x
x
x

 . (A35) 

Od ravenkata (A35) so povratna zamena go dobivame kone~noto re{e-
nie na sistemot (A33), t.e. 

x 4 4=  

x x3 410 3 10 3 4 2= − + ⋅ = − + ⋅ =  

x x2 31 1 2 1= − + = − + =  

x x x1 3 43 2 3 2 2 4 5= − + ⋅ + = − + ⋅ + =  . 

Re{avawe na sistemi linearni ravenki so pomo{ na faktoriza-
cija LU osobeno se prepora~uva koga sistemot treba pove}epati da se 
re{ava so neizmeneta matrica na koeficientite, no so razli~ni vek-
tori na slobodnite ~lenovi. 

Vo prodol`enie se prika`ani dve potprogrami (napi{ani vo 
FORTRAN 90) za re{avawe na sistemi linearni ravenki so pomo{ na 
faktorizacijata LU. So pomo{ na prvata potprograma, imenuvana kako 
LU_faktori, se presmetuvaat faktorite na matricata na koeficien-
tite. Vo potprogramata nd go ozna~uva rezerviraniot memoriski pros-
tor za matricata na koeficientite, a so n (n nd≤ ) e ozna~en redot na 
matricata a za koja{to se opredeluvaat faktorite. Matricata a e 
vlezno-izlezen argument. Na vlezot od potprogramata taa gi sodr`i 
koeficientite na sistemot ravenki, a na izlezot elementite na matri-
cite faktori L i U. Elementite na faktorot L  se smesteni vo i levo 
od glavnata dijagonala, a elementite od faktorot U se smesteni desno 
od glavnata dijagonala. Ne se memoriraat elementite od faktorot U vo 
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glavnata dijagonala koi{to se ednakvi na edinica. No, za niv se vodi 
smetka pri povratnata zamena. 

So vtorata potprograma LU_slr se re{ava sistemot linearni 
ravenki. Skalarite nd i n se vlezni argumenti i go imaat istoto zna~e-
we kako i kaj potprogramata LU_faktori. Matricata a e isto taka vle-
zen argument i treba da gi sodr`i matricite faktori na sistemot ra-
venki. Toa zna~i deka pred povikuvaweto na potprogramata LU_slr e 
potrebno, najnapred, da se povika potprogramata LU_faktori i da se 
presmetaat soodvetnite matrici faktori. Vektorot x e vlezno-izlezen 
argument i na vlezot treba da gi sodr`i elementite na poznatiot vek-
tor, a na izlezot vo nego e smesteno re{enieto na sistemot ravenki. 

Vo prilo`enite potprogrami za re{avawe na sistemi linearni 
ravenki so faktorizacijata LU ne se koristeni specijalni tehniki na 
memorirawe i operirawe so retki matrici. 

subroutine LU_faktori (nd,n,a)
implicit none
integer nd, n, i, j, k
real a(1:nd,1:nd)

do j = 1, n
do i = 1, j - 1

do k = 1, i - 1
a(i,j) = a(i,j) - a(i,k) * a(k,j)

end do
a(i,j) = a(i,j) / a(i,i)

end do
do i = j, n

do k = 1, j - 1
a(i,j) = a(i,j) - a(i,k) * a(k,j)

end do
end do

end do
end

subroutine LU_slr (nd,n,a,x)
implicit none
integer nd, n, i, j
real a(1:nd,1:nd), x(1:*)

do i = 1, n
do j = 1, i - 1

x(i) = x(i) - a(i,j) * x(j)
end do
x(i) = x(i) / a(i,i)

end do
do i = n, 1, -1

do j = i + 1, n
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x(i) = x(i) - a(i,j) * x(j)
end do

end do
end

A3. Faktorizacija LDU 

Ako kvadratnata matrica A e nesingularna, taa mo`e da se 
pretstavi vo forma na proizvod na tri matrici: dolnotriagolna mat-
rica L, dijagonalna matrica D i gornotriagolna matrica U, t.e. matri-
cata A mo`e da se pretstavi vo forma na matri~en proizvod : 

A L D U= ⋅ ⋅  , (A36) 

pri {to elementite po glavnata dijagonala na matricite L i U se ed-
nakvi na edinica. 

Elementite na dijagonalnata matrica se presmetuvaat so pomo{ 
na ravenkata: 

d a l d uii ii ik kk ki
k

i
= − ⋅ ⋅

=

−

∑
1

1
 . (A37) 

Elementite na dolnotriagolnata matrica se presmetuvaat so ra-
venkata: 

l

a l d u

d
i jij

ij ik kk kj
k

j

jj
=

− ⋅ ⋅

>=

−

∑
1

1

 ;    . (A38) 

Elementite na gornotriagolnata matrica se presmetuvaat so ra-
venkata: 

u

a l d u

d
i jij

ij ik kk kj
k

i

ii
=

− ⋅ ⋅

<=

−

∑
1

1

 ;    . (A39) 

Da razgledame sistem linearni ravenki napi{an vo matri~na 
forma: 
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A x b⋅ =  . (A40) 

Po faktorizacijata na matricata A i nejzinoto pretstavuvawe 
kako vo (A36), ravenkata (A40) mo`e da se napi{e vo forma: 

L D U x b⋅ ⋅ ⋅ =  . (A41) 

Ako vovedeme: 

D U x y⋅ ⋅ =  , (A42) 

odnosno 

U x D y⋅ = ⋅−1  , (A43) 

ravenkata (A41) mo`e da se napi{e vo vid: 

L y b⋅ =  . (A44) 

Bidej}i matricata L e dolnotriagolna matrica so edinici po 
glavnata dijagonala, od ravenkata (A44) so direktna zamena se dobiva 
pomo{niot vektor y.  

Potoa, imaj}i predvid deka D e dijagonalna matrica i deka U e 
gornotriagolna matrica so edinici po glavnata dijagonala, od ravenka-
ta (A43) so povratna zamena se opredeluva nepoznatiot vektor x.  

Bidej}i pri faktorizacijata LDU matricite L i U imaat edi-
nici po glavnata dijagonala, mo`e da se vovede: 

L L E= +  (A45) 

i 

U U E= +  , (A46) 

kade {to E e edini~na matrica, L  e dolnotriagolna matrica so nuli 
po glavnata dijagonala i U  e gornotriagolna matrica so nuli po glav-
nata dijagonala. Da zabele`ime deka matricite E, L  i U  se od ist red 
kako i matricite A, L i U. So toa ravenkata (A41) mo`e da se napi{e 
vo forma: 
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( ) ( )L E D U E x b+ ⋅ ⋅ + ⋅ =  , (A47) 

od {to, po voveduvawe: 

( )D U E x y⋅ + ⋅ =  , (A48) 

sleduva: 

( )L E y b+ ⋅ =  . (A49) 

Od ravenkata (A49) sleduva: 

y b L y= − ⋅  , (A50) 

a od ravenkata (A48) se dobiva: 

x D y U x= ⋅ − ⋅−1  . (A51) 

Kako {to se gleda, vo ovoj slu~aj re{avaweto na sistemot line-
arni ravenki so poznati faktori na matricata na koeficientite se 
odviva na toj na~in {to najnapred od ravenkata (A50) so direktna zame-
na se opredeluva y, a potoa od ravenkata (A51) so povratna zamena se 
opredeluva x. 

Za ilustracija na izlo`enata postapka da go re{ime sistemot 
linearni ravenki prika`an vo forma na matri~na ravenka (A33).  

Najnapred }e gi opredelime elementite na matricite L, D i U. 
Toa se matricite ~ij proizvod e ednakov na matricata na koeficienti-
te od (A33). Procesot na opredeluvaweto na elementite na navedenite 
matrici go zapo~nuvame so opredeluvawe na dijagonalniot element vo 
prvata kolona na matricata D. So pomo{ na ravenkata (A37) dobivame: 

d a11 11 2= =  . 

Procesot prodol`uva so opredeluvawe na vondijagonalnite ele-
menti od prvata kolona na matricata L i vondijagonalnite elementi od 
prvata redica na matricata U. Redosledot po koj tie elementi se opre-
deluvaat e proizvolen. Koristej}i ja ravenkata (A38), za vondijagonal-
nite elementi od prvata kolona na matricata L presmetuvame: 
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l
a
d

l
a
d

l
a
d

21
21

11

31
31

11

41
41

11

3
2

1 5

0
2

0

5
2

2 5

= = =

= = =

= = =

,

,

  ,

  ,

 .

 

So pomo{ na ravenkata (A39), za vondijagonalnite elementi na 
prvata redica na matricata U presmetuvame: 

u
a
d

u
a
d

u
a
d

12
12

11

13
13

11

14
14

11

0
2

0

4
2

2

2
2

1

= = =

= = − = −

= = − = −

  ,

  ,

 .

 

Potoa, so pomo{ na ravenkata (A37) se presmetuva dijagonal-
niot element vo vtorata kolona na matricata D: 

d a l d u22 22 21 11 12 4 1 5 2 0 4= − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ =,  . 

Koristej}i ja ravenkata (A38), za vondijagonalnite elementi od 
vtorata kolona na matricata L presmetuvame: 

l
a l d u

d

l
a l d u

d

32
32 31 11 12

22

42
42 41 11 12

22

3 0 2 0
4

3
4

0 75

1 2 5 2 0
4

1
4

0 25

=
− ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ = =

=
− ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅ = =

,

, ,

  ,

 .

 

Koristej}i ja ravenkata (A39), za vondijagonalnite elementi na 
vtorata redica na matricata U presmetuvame: 

( )
u

a l d u
d23

23 21 11 13

22

10 1 5 2 2
4

4
4

1=
− ⋅ ⋅

=
− − ⋅ ⋅ −

= − = −
,

  , 
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( )
u

a l d u
d24

24 21 11 14

22

3 1 5 2 1
4

0
4

0=
− ⋅ ⋅

=
− − ⋅ ⋅ −

= =
,

 .  

Sleduva opredeluvawe na dijagonalniot element vo tretata ko-
lona na matricata D. So pomo{ na ravenkata (A37) za toj element pre-
smetuvame: 

( ) ( )d a l d u l d u33 33 31 11 13 32 22 23 2 0 2 2 0 75 4 1 5= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ − =, . 

Vondijagonalniot element od tretata kolona na matricata L go 
presmetuvame so pomo{ na ravenkata (A38): 

( ) ( )

l
a l d u l d u

d43
43 41 11 13 42 22 23

33

9 2 5 2 2 0 25 4 1
5

2
5

0 4

=
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

=
− − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ −

= =
, ,

,  .

 

Vondijagonalniot element od tretata redica na matricata U go 
presmetuvame so pomo{ na ravenkata (A39):  

( )

u
a l d u l d u

d34
34 31 11 14 32 22 24

33

15 0 2 1 0 75 4 0
5

15
5

3

=
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

=
− − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅

= − = −
,

 .

 

Na krajot, so pomo{ na ravenkata (A37), za dijagonalniot ele-
ment vo ~etvrtata kolona na matricata D presmetuvame: 

( ) ( )
d a l d u l d u l d u44 44 41 11 14 42 22 24 43 33 34

7 2 5 2 1 0 25 4 0 0 4 5 3 4
= − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= − − ⋅ ⋅ − − ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ − =, , ,  .
 

So toa za matricata na koeficientite od ravenkata (A33) se op-
redeleni slednive faktori: 

L =



















1 0 0 0
1 50 1 0 0

0 0 75 1 0
2 50 0 25 0 40 1

,
,

, , ,

 , 
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D =



















2 0 0 0
0 4 0 0
0 0 5 0
0 0 0 4

 , 

U =

− −
−

−



















1 0 2 1
0 1 1 0
0 0 1 3
0 0 0 1

 . 

Otkako gi opredelivme faktorite na matricata na koeficien-
tite na sistemot linearni ravenki (A33), mo`eme da premineme kon 
re{avaweto na toj sistem. Najnapred ja re{avame matri~nata ravenka 
(A50). Vo konkretniov slu~aj taa glasi: 

y
y
y
y

y
y
y
y

1
2
3
4

1
2
3
4

6
13
53
20

0 0 0 0
1 5 0 0 0
0 0 75 0 0

2 5 0 25 0 4 0



















=

−
−
−
−



















−



















⋅



















,
,

, , ,

 . 

So re{avawe na taa ravenka se dobiva: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

y
y y
y y
y y y y

1

2 1

3 2

4 1 2 3

6
13 1 5 13 1 5 6 4
53 0 75 53 0 75 4 50
20 2 5 0 25 0 4

20 2 5 6 0 25 4 0 4 50 16

= −
= − − ⋅ = − − ⋅ − = −
= − − ⋅ = − − ⋅ − = −
= − − ⋅ − ⋅ − ⋅

= − − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − =

  ,
  ,

  ,
, ,
, ,
, , ,

, , ,  .

 

Potoa ja re{avame matri~nata ravenka (A51). Vo konkretniov 
slu~aj taa glasi: 

x
x
x
x

x
x
x
x

1
2
3
4

1
2
3
4

1 2 0 0 0
0 1 4 0 0
0 0 1 5 0
0 0 0 1 4

6
4

50
16

0 0 2 1
0 0 1 0
0 0 0 3
0 0 0 0



















=



















⋅

−
−

−



















−

− −
−

−



















⋅



















 . 

So re{avaweto na ovoj sistem ravenki, trgnuvaj}i od poslednata 
kon prvata ravenka, go dobivame baranoto re{enie: 
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

x

x x

x x

x x x

4

3 4

2 3

1 3 4

16
4

4

50
5

3 50
5

3 4 2

4
4

1 4
4

1 2 1

6
2

2 1 6
2

2 2 1 4 5

= =

= − − − ⋅ = − − − ⋅ =

= − − − ⋅ = − − − ⋅ =

= − − − ⋅ − − ⋅ = − − − ⋅ − − ⋅ =

  ,

  ,

  ,

 .

 

Potprogramite za re{avawe na sistemi linearni ravenki so 
pomo{ na faktorizacijata LDU mo`at na mnogu ednostaven na~in da se 
napi{at ako se iskoristat potprogramite za faktorizacijata LU. 

A4. Faktorizacija LDLT  

Ako matricata A e simetri~na, toga{ pome|u faktorite od 
(A36) va`i ravenstvoto: 

U L= T   (A52) 

i mo`e da se napi{e: 

A L D L= ⋅ ⋅ T  . (A53) 

Vo ovoj slu~aj postapkata pri faktorizacijata zna~itelno se 
skratuva. Va`nosta na ovaa konstatacija ne e formalna ako se znae de-
ka pri presmetka na naponite so brziot metod so razdvojuvawe treba da 
se re{at pove}e golemi sistemi linearni ravenki so simetri~na mat-
rica na koeficientite. Sli~en e slu~ajot i so sistemite linearni ra-
venki {to se koristat pri presmetka na naponite vo mre`ite so rela-
tivno mal broj konturi. Navedenite metodi se iterativni i vo sekoja 
iteracija treba da se re{ava sistem linearni ravenki. Kaj tie linear-
ni sistemi, od iteracija vo iteracija ne se menuva matricata na koefi-
cientite. Promenite se samo kaj vektorot na slobodnite ~lenovi (t.e. 
kaj vektorot b). Re{avaweto na ovie sistemi efikasno se izveduva pre-
ku faktorizacija na matricata na koeficientite, bidej}i e dovolno 
faktorizacijata da se napravi samo edna{ i dobienite faktori da se 
koristat vo site iteracii. 
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Vo ovoj slu~aj elementite na matricata D se presmetuvaat so ra-
venkata: 

d a l dii ii ik kk
k

i
= − ⋅

=

−

∑ 2

1

1
 , (A54) 

a elementite na matricata L se presmetuvaat so ravenkata: 

l

a l d l

d
i jij

ij ik kk jk
k

j

jj
=

− ⋅ ⋅

>=

−

∑
1

1

 ;    . (A55) 

Dokolku matricata na koeficientite na linearniot sistem e 
prika`ana so pomo{ na proizvodot LDLT , za re{avaweto na toj sis-
tem mo`e da se primeni postapka analogna na postapkata opi{ana pri 
koristewe na faktorizacijata LDU . Vo ovoj slu~aj ravenkata (A47) 
mo`e da se napi{e vo forma: 

( ) ( )L E D L E x b+ ⋅ ⋅ + ⋅ =T  , (A56) 

od {to, po voveduvawe: 

( )D L E x y⋅ + ⋅ =T  , (A57) 

sleduva: 

( )L E y b+ ⋅ =  . (A58) 

Od ravenkata (A58) se dobiva: 

y b L y= − ⋅  , (A59) 

a od ravenkata (A57) se dobiva: 

( )x D y L x= ⋅ − ⋅−1 T  . (A60) 

Zna~i, vo ovoj slu~aj re{avaweto na sistemot linearni ravenki 
so poznati faktori na matricata na koeficientite se odviva na toj na-
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~in {to, najnapred, od ravenkata (A59) so direktna zamena se opredelu-
va vektorot y, a potoa od ravenkata (A60) so povratna zamena se oprede-
luva vektorot x. 

Primenata na ovoj pristap }e ja ilustrirame preku re{avawe na 
sistem linearni ravenki koj zapi{an vo matri~nata forma glasi: 

50 30 0 20
30 58 20 0

0 20 50 30
20 0 30 64

3 0
5 6
0 5
0 1

1
2
3
4

− −
− −

− −
− −



















⋅



















=
−
−



















x
x
x
x

,
,
,
,

 . (A61) 

Matricata na koeficientite na ovoj sistem ravenki e simetri~-
na i negovoto re{avawe }e go izvedeme preku pretstavuvawe na matri-
cata na koeficientite vo vid na proizvod prika`an na desnata strana 
na ravenkata (A53). Za taa cel, najnapred, treba da gi opredelime ele-
mentite na matricite faktori. So pomo{ na ravenkite (A54) i (A55) 
za tie elementi presmetuvame: 

d a11 11 50= =  , 

l
a
d

l
a
d

l
a
d

21
21

11

31
31

11

41
41

11

30
50

3
5

0 6

0
50

0

20
50

2
5

0 4

= = − = − = −

= = =

= = − = − = −

,

,

  ,

  ,

  ,

 

( )d a d l22 22 11 21
2 258 50 0 6 40= − ⋅ = − ⋅ − =,  , 

( )

( ) ( )

l
a d l l

d

l
a d l l

d

32
32 11 31 21

22

42
42 11 41 21

22

20 50 0 0 6
40

0 5

0 50 0 4 0 6
40

0 3

=
− ⋅ ⋅

=
− − ⋅ ⋅ −

= −

=
− ⋅ ⋅

=
− ⋅ − ⋅ −

= −

,
,

, ,
,

  ,

  ,
 

( )d a d l d l33 33 11 31
2

22 32
2 2 250 50 0 40 0 5 40= − ⋅ − ⋅ = − ⋅ − ⋅ − =,  , 
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( ) ( ) ( )

l
a d l l d l l

d43
43 11 41 31 22 42 32

33

30 50 0 4 0 40 0 3 0 5
40

0 9

=
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

=
− − ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ −

= −
, , ,

,   ,

 

( ) ( ) ( )

d a d l d l d l44 44 11 41
2

22 42
2

33 43
2

2 2 264 50 0 4 40 0 3 40 0 9 20

= − ⋅ − ⋅ − ⋅

= − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − =, , ,  .
 

Spored toa, za matricata na koeficientite od ravenkata (A61), 
matricite faktori se: 

D =



















50 0 0 0
0 40 0 0
0 0 40 0
0 0 0 20

  (A62) 

i 

L =
−

−
− − −



















1 0 0 0
0 6 1 0 0
0 0 5 1 0
0 4 0 3 0 9 1

,
,

, , ,

 . (A63) 

So poznatite faktori na matricata na koeficientite preminu-
vame kon re{avaweto na sistemot (A61). Toa go izveduvame vo dve fazi. 
Vo prvata faza go re{avame sistemot (A59). Vo slu~ajov toj glasi: 

y
y
y
y

y
y
y
y

1
2
3
4

1
2
3
4

3 0
5 6
0 5
0 1

0 0 0 0
0 6 0 0 0
0 0 5 0 0
0 4 0 3 0 9 0



















=
−
−



















−
−

−
− − −



















⋅



















,
,
,
,

,
,

, , ,

 

i so negovoto re{avawe se dobiva: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

y
y y
y y

1

2 1

3 2

3
5 6 0 6 5 6 0 6 3 3 8
0 5 0 5 0 5 0 5 3 8 2 4

=
= − − − ⋅ = − − − ⋅ = −

= − − − ⋅ = − − − ⋅ − = −

  ,
  ,

  ,
, , , , ,
, , , , , ,
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y y y y4 1 2 30 1 0 4 0 3 0 9
0 1 0 4 3 0 3 3 8 0 9 2 4 2

= − − ⋅ − − ⋅ − − ⋅

= − − ⋅ − − ⋅ − − − ⋅ − = −

, , , ,
, , , , , ,  .

 

Vo vtorata faza go re{avame sistemot (A60), koj vo slu~ajov 
glasi: 

x
x
x
x

x
x
x
x

1

2

3

4

1

2

3

4

1 50 0 0 0
0 1 40 0 0
0 0 1 40 0
0 0 0 1 20

3
3 8
2 4

2

0 0 6 0 0 4
0 0 0 5 0 3
0 0 0 0 9
0 0 0 0



















=



















⋅
−
−

−



















−

− −
− −

−



















⋅



















,
,

, ,
, ,

,
, 

odnosno 

x
x
x
x

x
x
x
x

1

2

3

4

1

2

3

4

0 060
0 095
0 060
0 100

0 0 6 0 0 4
0 0 0 5 0 3
0 0 0 0 9
0 0 0 0



















=
−
−
−



















−

− −
− −

−



















⋅



















,
,
,
,

, ,
, ,

,
 , 

od kade {to so povratna zamena se dobiva baranoto re{enie: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x
x x

x x x

x x x

4

3 4

2 3 4

1 2 4

0 10
0 06 0 9 0 06 0 9 0 1 0 15

0 095 0 5 0 3
0 095 0 5 0 15 0 3 0 1 0 20

0 06 0 6 0 4
0 06 0 6 0 2 0 4 0 1 0 10

= −
= − − − ⋅ = − − − ⋅ − = −

= − − − ⋅ − − ⋅

= − − − ⋅ − − − ⋅ − = −
= − − ⋅ − − ⋅
= − − ⋅ − − − ⋅ − = −

,
, , , , , ,

, , ,
, , , , , ,

, , ,
, , , , , ,

  ,
  ,

  ,

 .

 

Da zabele`ime deka vo slu~ajot koga za edna kvadratna simet-
ri~na matrica A, od red n, se poznati nejzinite faktori L i D, toga{ 
determinantata na matricata A mo`e da se presmeta so ravenkata: 

detA =
=
∏ dii
i

n

1
. (A64) 

Vo prodol`enie se prika`ani dve potprogrami za re{avawe na 
sistemi linearni ravenki so pomo{ na faktorizacijata LDLT . Pro-
menlivite nd, n, a i x go imaat istoto zna~ewe kako i kaj potprogrami-
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te za re{avawe na sistemi ravenki so faktorizacijata LU. Vo ovoj slu-
~aj e voveden i vektorot d, vo koj{to se smestuvaat dijagonalnite ele-
menti od matricata faktor D. Na izlezot od potprogramata vo matri-
cata a, levo od glavnata dijagonala, se smesteni elementite od fakto-
rot L , a elementite od glavnata dijagonala i desno od nea se elementi-
te na matricata na koeficientite na sistemot ravenki. Toa e mo`no 
bidej}i matricata na koeficientite e simetri~na. 

subroutine LDLt_faktori (nd,n,a,d)
implicit none
integer nd, n, i, j, k
real a(1:nd,1:nd), d(1:*)

do i = 1, n
d(i) = a(i,i)
do k = 1, i - 1

d(i) = d(i) - a(i,k) * a(i,k) * d(k)
end do

do j = i + 1, n
a(j,i) = a(i,j)
do k = 1, i - 1

a(j,i) = a(j,i) - a(i,k) * d(k) * a(j,k)
end do
a(j,i) = a(j,i) / d(i)

end do
end do

end

subroutine LDLt_slr (nd,n,a,d,x)
implicit none
integer nd, n, i, j
real a(1:nd,1:nd), d(1:*), x(1:*)

do i = 1, n
do j = 1, i - 1

x(i) = x(i) - a(i,j) * x(j)
end do

end do

do i = n, 1, -1
x(i) = x(i) / d(i)
do j = i + 1, n

x(i) = x(i) - a(j,i) * x(j)
end do

end do
end
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A5. Inverzija na matrici 

Sistemot linearni ravenki napi{an vo matri~en oblik: 

A x b⋅ =  (A65) 

mo`e da se re{i i so koristewe na inverznata matrica na koeficien-
tite A −1 . Ako ravenkata (A65) matri~no se pomno`i odlevo so matri-
cata A −1 , dobivame: 

x A b= ⋅−1 . (A66) 

Re{enieto prika`ano so ravenkata (A66) izgleda mnogu pri-
vle~no. No vedna{ treba da se zabele`i deka ne se brojni slu~aite ko-
ga takviot na~in na re{avawe e pobrz od prethodno opi{anite prista-
pi za re{avawe sistemi linearni ravenki. Osnovnata pri~ina za toa 
se relativno slo`enite postapki za dobivawe inverzna matrica. Os-
ven toa, kaj sistemite na linearni ravenki {to se sretnuvaat pri pre-
smetka na naponi vo elektroenergetskite sistemi, matricata na ko-
eficientite ima relativno mal broj nenulti elementi, dodeka nejzina-
ta inverzna matrica nema elementi ednakvi na nula. Koga se znae deka 
se vo pra{awe sistemi so stotici, pa i iljadnici ravenki, pri ~ie re-
{avawe se koristi tehnikata na rabota so matrici {to imaat relativ-
no mal broj nenulti elementi, sosema e razbirlivo deka koristeweto 
inverzna matrica mo`e zna~itelno da gi obremeni presmetkite. 

Od mnogute metodi za presmetuvawe elementi na inverzna mat-
rica tuka }e bidat izlo`eni slednive: 1. metodot na inverzija po pat 
na re{avawe sistemi linearni ravenki, 2. metodot na [ipli-Kolman, 
3. metodot na ograduvawe, 4. metodot na popolnuvawe i 5. metodot so 
faktorizacija. 

A5.1. Inverzija po pat na re{avawe  
sistemi linearni ravenki 

Metodot za presmetuvawe elementi na inverzna matrica po pat 
na re{avawe sistemi linearni ravenki podrazbira deka imame potpro-
grama za re{avawe na takvite sistemi. Taa potprograma }e ja koristi-
me za re{avawe sistemi linearni ravenki ~ija matrica na koeficien-
tite e matricata {to treba da se invertira, a vektorot na slobodnite 
~lenovi ima samo eden element ednakov na edinica, dodeka drugite se 
ednakvi na nula. Razlikata od sistem do sistem e samo vo pozicijata na 
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edini~niot element vo vektorot na slobodnite ~lenovi. So re{avawe 
na sekoj od tie sistemi se dobiva po edna kolona na inverznata matri-
ca. Prvata kolona na inverznata matrica se dobiva kako re{enie na 
sistemot linearni ravenki vo ~ij vektor na slobodnite ~lenovi ele-
mentot so edini~na vrednost se nao|a vo prvata redica. Vtorata kolona 
na inverznata matrica se dobiva kako re{enie na sistemot linearni 
ravenki vo ~ij vektor na slobodnite ~lenovi elementot so edini~na 
vrednost se nao|a vo vtorata redica, i taka natamu. 

Za efikasno izveduvawe na prethodnata postapka e dobro matri-
cata najnapred da se faktorizira. 

Postapkata na opredeluvawe inverzna matrica spored ovoj me-
tod }e ja ilustrirame na eden primer. Neka treba da se opredeli in-
verzna matrica na matricata: 

A =
−

− −
−

















0 15 0 1 0
0 1 0 2 0 1

0 0 1 0 2

, ,
, , ,

, ,
 . 

Matricata e simetri~na i nejzinite faktori se: 

D =





















3
20

0 0

0 2
15

0

0 0 1
8

         i       L = −

−





















1 0 0

2
3

1 0

0 3
4

1

 , 

pri {to e: 

A L D L= ⋅ ⋅ T  . 

Elementite na inverznata matrica, {to treba da gi opredelime 
se: 

A − =














1
11 12 13
21 22 23
31 32 33

x x x
x x x
x x x

 . 

Elementite na prvata kolona na inverznata matrica }e gi dobi-
eme kako re{enie na sistemot: 
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1 0 0

2
3

1 0

0 3
4

1

3
20

0 0

0 2
15

0

0 0 1
8

1 2
3

0

0 1 3
4

0 0 1

1
0
0

11
21
31

−

−





















⋅





















⋅

−

−





















⋅














=














x
x
x

 . 

Najnapred, spored (A59), so direktna zamena se presmetuva: 

y
y
y

y
y
y

11
21
31

11
21
31

1
0
0

0 0 0

2
3

0 0

0 3
4

0

1

2
3
1
2















=














− −

−





















⋅














=





















 , 

a potoa, spored (A60), so povratna zamena se dobiva: 

x
x
x

x
x
x

11
21
31

11
21
31

20
3

0 0

0 15
2

0

0 0 8

1

2
3
1
2

0 2
3

0

0 0 3
4

0 0 0

12
8
4















=





















⋅





















−

−

−





















⋅














=














 . 

Elementite na vtorata kolona na inverznata matrica se dobiva-
at kako re{enie na sistemot: 

1 0 0

2
3

1 0

0 3
4

1

3
20

0 0

0 2
15

0

0 0 1
8

1 2
3

0

0 1 3
4

0 0 1

0
1
0

12
22
32

−

−





















⋅





















⋅

−

−





















⋅














=














x
x
x

 . 

Za taa cel najnapred, spored (A59), se presmetuva: 

y
y
y

y
y
y

12
22
32

12
22
32

0
1
0

0 0 0

2
3

0 0

0 3
4

0

0

1

3
4















=














− −

−





















⋅














=





















 , 
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a potoa, spored (A60), se dobiva: 

x
x
x

x
x
x

12
22
32

12
22
32

20
3

0 0

0 15
2

0

0 0 8

0

1

3
4

0 2
3

0

0 0 3
4

0 0 0

8
12
6















=





















⋅





















−

−

−





















⋅














=














 . 

Elementite na tretata kolona na inverznata matrica se dobiva-
at kako re{enie na sistemot: 

1 0 0

2
3

1 0

0 3
4

1

3
20

0 0

0 2
15

0

0 0 1
8

1 2
3

0

0 1 3
4

0 0 1

0
0
1

13
23
33

−

−





















⋅





















⋅

−

−





















⋅














=














x
x
x

 . 

Od toj sistem, spored (A59), se dobiva: 

y
y
y

y
y
y

13
23
33

13
23
33

0
0
1

0 0 0

2
3

0 0

0 3
4

0

0
0
1















=














− −

−





















⋅














=














 , 

a potoa, spored (A60), se presmetuva: 

x
x
x

x
x
x

13
23
33

13
23
33

20
3

0 0

0 15
2

0

0 0 8

0
0
1

0 2
3

0

0 0 3
4

0 0 0

4
6
8















=





















⋅














−

−

−





















⋅














=














 . 

Zna~i, inverznata matrica e: 

A − =














1
12 8 4
8 12 6
4 6 8

 . 
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A5.2. Inverzija spored metodot na [ipli-Kolman 
(Shipley-Coleman) 

Nekoi avtori (na primer vo [9]) ovoj metod kuso go narekuvaat 
metodot na [ipli.  

Vo ovoj metod razlikuvame onolku presmetkovni ~ekori kolku 
{to matricata ima redici, odnosno koloni. Na sekoj ~ekor se izbira 
glavna redica, odnosno kolona. Sekoja od redicite, odnosno kolonite, 
treba samo edna{ da bide izbrana za glavna. Redosledot na izborot na 
glavni redici, odnosno koloni, mo`e da bide proizvolen. Toa ovozmo-
`uva vo sekoj ~ekor da se izbere za glavna onaa od neizbranite redici, 
odnosno koloni, vo koja dijagonalniot element ne e ednakov na nula, od-
nosno onaa kaj koja dijagonalniot element e so najgolema vrednost. Pri 
objasnuvaweto na metodot }e pretpostavime deka pojdovnata matrica 
postapno se transformira vo nejzinata inverzna matrica. Na krajot na 
postapkata inverznata matrica }e se najde na mestoto na pojdovnata 
matrica i pod istoto ime. 

]e gi objasnime presmetkite vo ramkite na eden presmetkoven 
~ekor. Neka e toa ~ekorot vo koj redicata i kolonata k se izbrani za 
glavni. Vo ramkite na eden ~ekor razlikuvame ~etiri pot~ekori.  

Vo prviot pot~ekor se presmetuva novata vrednost na dijago-
nalniot element vo glavnata redica. Pritoa va`i: 

a
akk

kk
    ← − 1  . 

Vo vtoriot pot~ekor se presmetuvaat novite vrednosti na von-
dijagonalnite elementi na glavnata redica. Za taa cel se koristi: 

a a a j n j kkj kj kk     ;       ← ⋅ = ≠1, , ;  . 

Vo tretiot pot~ekor se presmetuvaat novite vrednosti na ele-
mentite nadvor od glavnata redica i kolona. Toa se izveduva so pomo{ 
na izrazot: 

a a a a i n j n i k j kij ij ik kj     ;   , ,  ;    , ,     ← + ⋅ = = ≠ ≠1 1 ; ;  . 

Vo ~etvrtiot pot~ekor se presmetuvaat novite vrednosti na 
vondijagonalnite elementi na glavnata kolona. Pritoa se koristi: 

a a a i n i kik ik kk     ;       ← ⋅ = ≠1, , ; . 
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Zaslu`uva da se zabele`i deka redosledot na presmetkite vo 
ramkite na eden ~ekor treba da bide vo soglasnost so navedeniot. 

Po zavr{uvaweto na opi{aniot proces, koj se izveduva za sekoja 
redica/kolona, na mestoto na pojdovnata matrica se nao|a nejzinata 
inverzna matrica so promenet znak. Zna~i, vo taka dobienata matrica 
treba da se izvr{i promena na znacite na site elementi za da se dobie 
baranata inverznata matrica. 

Za ilustracija, so primena na metodot na [ipli-Kolman, da ja 
opredelime inverznata matrica na matricata: 

A =
−

− −
−















0 15 0 1 0
0 1 0 2 0 1

0 0 1 0 2

, ,
, , ,

, ,
 . 

Vo prviot ~ekor za glavna mo`eme da ja izbereme koja i da e od 
trite redici. Ja izbirame tretata redica, t.e. zemame deka e k = 3 . No-
vata vrednost na dijagonalniot element vo glavnata redica e: 

a
a33

33

1 1
0 2

5    ← − = − = −
,

 . 

Novite vrednosti na vondijagonalnite elementi na tretata re-
dica se: 

( )
( )

a a a
a a a

31 31 33

32 32 33

0 5 0
0 1 5 0 5

      ,
     .

← ⋅ = ⋅ − =

← ⋅ = − ⋅ − =, ,
 

Novite vrednosti na elementite nadvor od tretata redica i ko-
lona se: 

( )
( )

a a a a
a a a a
a a a a
a a a a

11 11 13 31

12 12 13 32

21 21 23 31

22 22 23 32

0 15 0 0 0 15
0 1 0 0 5 0 1
0 1 0 1 0 0 1

0 2 0 1 0 5 0 15

      ,
      ,
      ,
     .

← + ⋅ = + ⋅ =
← + ⋅ = − + ⋅ = −

← + ⋅ = − + − ⋅ = −

← + ⋅ = + − ⋅ =

, ,
, , ,
, , ,

, , , ,

 

Na krajot na ~ekorot gi presmetuvame novite vrednosti na von-
dijagonalnite elementi na tretata kolona: 
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( )
( )

a a a
a a a

13 13 33

23 23 33

0 5 0
0 1 5 0 5

      ,
     .

← ⋅ = ⋅ − =

← ⋅ = − ⋅ − =, ,
 

Po zavr{uvaweto na presmetkite od prviot ~ekor e: 

( )A 1
0 15 0 1 0

0 1 0 15 0 5
0 0 5 5

=
−

−
−















, ,
, , ,

,
 . 

Postapkata prodol`uva so vtoriot ~ekor. Najnapred, pome|u pr-
vata i vtorata redica treba da se izbere koja }e bide glavna. Za glavna 
ja izbirame prvata, bidej}i taa ima pomalku nenulti elementi. Zna~i, 
vo ovoj ~ekor zemame deka e k = 1 . Novata vrednost na dijagonalniot 
element vo prvata redica e: 

a
a11

11

1 1
0 15

20
3

    ← − = − = −
,

 . 

Novite vrednosti na vondijagonalnite elementi na prvata redi-
ca se: 

( )a a a

a a a

12 12 11

13 13 11

0 1 20
3

2
3

0 20
3

0

      ,

     .

← ⋅ = − ⋅ −

 =

← ⋅ = ⋅ −

 =

,
 

Novite vrednosti na elementite nadvor od prvata redica i ko-
lona se: 

( )

( )

a a a a

a a a a

a a a a

a a a a

22 22 21 12

23 23 21 13

32 32 31 12

33 33 31 13

0 15 0 1 2
3

1
12

0 5 0 1 0 0 5

0 5 0 2
3

0 5

5 0 0 5

      ,

      ,

      ,

     .

← + ⋅ = + − ⋅ =

← + ⋅ = + − ⋅ =

← + ⋅ = + ⋅ =

← + ⋅ = − + ⋅ = −

, ,

, , ,

, ,
 

Na krajot na ~ekorot gi presmetuvame novite vrednosti na von-
dijagonalnite elementi na prvata (glavnata) kolona: 
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a a a

a a a

21 21 11

31 31 11

0 1 20
3

2
3

0 20
3

0

      ,

     .

← ⋅ = − ⋅ −

 =

← ⋅ = ⋅ −

 =

,
 

Po zavr{uvaweto na presmetkite od vtoriot ~ekor e: 

( )A 2

20
3

2
3

0

2
3

1
12

0 5

0 0 5 5

=

−

−





















,

,

 . 

Vo tretiot ~ekor za glavna ja izbirame vtorata redica, t.e. zema-
me deka e k = 2 . Novata vrednost na dijagonalniot element vo vtorata 
redica e: 

a
a22

22

1 1
1

12

12     .← − = − = −  

Novite vrednosti na vondijagonalnite elementi na vtorata re-
dica se: 

( )

( )

a a a

a a a

21 21 22

23 23 22

2
3

12 8

0 5 12 6

      ,

     .

← ⋅ = ⋅ − = −

← ⋅ = ⋅ − = −,
 

Novite vrednosti na elementite nadvor od vtorata redica i ko-
lona se: 

( )

( )

( )
( )

a a a a

a a a a

a a a a
a a a a

11 11 12 21

13 13 12 23

31 31 32 21

33 33 32 23

20
3

2
3

8 12

0 2
3

6 4

0 0 5 8 4
5 0 5 6 8

      ,

      ,

      ,
     .

← + ⋅ = − + ⋅ − = −

← + ⋅ = + ⋅ − = −

← + ⋅ = + ⋅ − = −

← + ⋅ = − + ⋅ − = −

,
,

 

Na krajot na tretiot ~ekor gi presmetuvame novite vrednosti na 
vondijagonalnite elementi na vtorata kolona: 



317 

( )

( )

a a a

a a a

12 12 22

32 32 22

2
3

12 8

0 5 12 6

      ,

     .

← ⋅ = ⋅ − = −

← ⋅ = ⋅ − = −,
 

Po zavr{uvaweto na presmetkite od tretiot ~ekor e: 

( )A A3 1
12 8 4

8 12 6
4 6 8

=
− − −

− − −
− − −















= − − , 

od {to sleduva: 

A − =














1
12 8 4

8 12 6
4 6 8

 . 

Zaslu`uva da se zabele`i deka vo slu~aite koga matricata {to 
se invertira e simetri~na }e bidat simetri~ni i matricite {to se do-
bivaat na krajot na sekoj od ~ekorite na algoritmot. Toj fakt ovozmo-
`uva soodvetno da se racionaliziraat presmetkite. 

Vo prodol`enie davame potprograma za inverzija na kvadratna 
nesingularna matrica spored algoritmot na [ipli-Kolman. Skalarot 
nd ozna~uva kolkav memoriski prostor e rezerviran za matricata a, a 
n go ozna~uva redot na matricata {to se invertira (n nd≤ ). So a e oz-
na~ena vleznata matrica i pod istoto ime so potprogramata se dobiva 
nejzinata inverzna matrica. Treba da se obrne vnimanie na faktot de-
ka vo ovaa potprograma izborot na glavnata redica (odnosno kolona) ne 
se izveduva selektivno. Ednostavno, vo prviot ~ekor za glavna se izbi-
ra prvata redica, vo vtoriot ~ekor za glavna se izbira vtorata redica, 
i taka natamu. Potprogramata e napi{ana vo FORTRAN 90 pod imeto 
INV_SC. Sodr`ina na potprogramata e: 

subroutine INV_SC (nd,n,a)
implicit none
integer nd, n, i, j, k
real a(1:nd,1:nd), akk
do k = 1, n

a(k,k) = -1. / a(k,k) ! 1. potcekor
akk = a(k,k)
do j = 1, n

if (j .eq. k) cycle
a(k,j) = a(k,j) * akk ! 2. potcekor

end do
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do i = 1, n
if (i .eq. k) cycle
do j = 1, n

if (j .eq. k) cycle
a(i,j) = a(i,j) + a(i,k) * a(k,j) ! 3. potcekor

end do
end do
do i = 1, n

if (i .eq. k) cycle
a(i,k) = a(i,k) * akk ! 4. potcekor

end do
end do
do i = 1, n

do j = 1, n
a(i,j) = -a(i,j)

end do
end do

end
 

Vo primena e i edna modifikacija na prethodno izlo`eniot me-
tod za matri~na inverzija. Spored imiwata na nejzinite avtori ovaa 
postapka }e ja narekuvame modifikacija na Betankur-Tore (R. Betan-
court i W. V. Torre) [5]. 

Razlikata pome|u ovie dva pristapa formalno ne e golema. I kaj 
modificiraniot metod presmetkite se izveduvaat vo onolku ~ekori 
kolku {to ima redici kvadratnata matrica {to treba da se invertira. 
I tuka na po~etokot na sekoj od ~ekorite se izbira glavna redica, od-
nosno kolona. No na~inot na izveduvaweto na presmetkite vo ramkite 
na eden ~ekor e poinakov. ]e gi objasnime presmetkite vo ramkite na 
~ekorot vo koj kako glavni se izbrani redicata i kolonata k. 

Prvo, pri presmetuvawe na novite vrednosti na elementite na 
kolonata k se koristat: 

b
a

a
a a b i n

kk

kk

ik ik

=

=
← ⋅ =

1

1
1

 ,

  ,
         .; , , 

 

Vtoro, presmetuvaweto na novite vrednosti na elementite nad-
vor od kolonata k se izveduva kolona po kolona. Pri presmetka na ele-
mentite na kolonata j se koristat: 

b akj=  , 
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a

a a a b i n j n j k
kj

ij ij ik

=

← − ⋅ = = ≠

0

1 1

 ,

            ;   ; , , ; , , .
 

So primena na ovaa postapka, po izveduvawe na site n ~ekori (po 
eden za sekoja redica/kolona), na mestoto na pojdovnata matrica se 
nao|a nejzinata inverzna matrica. (Zna~i, na krajot ne e potrebno da se 
menuvaat znacite!) 

Sporeduvaj}i go metodot na [ipli-Kolman so modifikacijata 
na Betankur-Tore, mo`e da se konstatira deka, vo op{t slu~aj, vo modi-
fikacijata se eliminirani brojnite ispituvawa dali obrabotuvaniot 
element pripa|a na glavnata redica i kolona. Koga se ima predvid deka 
~esto se raboti so matrici od visok red, so primena na modificirani-
ot metod mo`e da se postigne solidna za{teda vo kompjuterskoto vre-
me. No, ovoj metod ne dava mo`nost za racionalizacija na presmetkov-
niot proces vo slu~aite koga se raboti za simetri~na matrica. 

Za ilustracija, so primena na modifikacijata na Betankur-Tore 
da ja invertirame matricata: 

A =
−

− −
−















0 15 0 1 0
0 1 0 2 0 1

0 0 1 0 2

, ,
, , ,

, ,
 . 

Vo prviot ~ekor za glavna ja izbirame tretata redica, t.e. zema-
me deka e  k = 3   i voveduvame: 

b
a

a

= = =

=

1 1
0 2

5

1
33

33

,
  ,

  .
 

Sleduva presmetuvawe na novite vrednosti na elementite na 
tretata kolona: 

( )
a a b
a a b
a a b

13 13

23 23

33 33

0 5 0
0 1 5 0 5

1 5 5

      ,
      ,
     .

← ⋅ = ⋅ =

← ⋅ = − ⋅ = −
← ⋅ = ⋅ =

, ,  

Potoa se presmetuvaat elementite na ostanatite koloni. Pri 
presmetka na elementite na prvata kolona najnapred se zema: 
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b a
a

= =
=
31

31

0
0

  ,
 ,

 

a potoa se presmetuva: 

( )
a a a b
a a a b
a a a b

11 11 13

21 21 23

31 31 33

0 15 0 0 0 15
0 1 0 5 0 0 1

0 5 0 0

      ,
      ,
     .

← − ⋅ = − ⋅ =

← − ⋅ = − − − ⋅ = −
← − ⋅ = − ⋅ =

, ,
, , ,  

Pri presmetka na elementite na vtorata kolona najnapred se ze-
ma: 

b a
a

= = −
=
32

32

0 1
0

,   ,
 ,

 

a potoa se presmetuva: 

( )
( ) ( )
( )

a a a b

a a a b
a a a b

12 12 13

22 22 23

32 32 33

0 1 0 0 1 0 1

0 2 0 5 0 1 0 15
0 5 0 1 0 5

      ,

      ,
     .

← − ⋅ = − − ⋅ − = −

← − ⋅ = − − ⋅ − =

← − ⋅ = − ⋅ − =

, , ,

, , , ,
, ,

 

Taka, po prviot ~ekor e: 

( )A 1
0 15 0 1 0

0 1 0 15 0 5
0 0 5 5

=
−

− −














, ,
, , ,

,
 . 

Vo vtoriot ~ekor ja izbirame prvata redica za glavna, t.e. zema-
me deka e  k = 1   i voveduvame: 

b
a

a

= = =

=

1 1
0 15

20
3

1
11

11

,
 ,

 .
 

Sleduva presmetuvawe na novite vrednosti na elementite na 
prvata kolona: 
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( )

a a b

a a b

a a b

11 11

21 21

31 31

1 20
3

20
3

0 1 20
3

2
3

0 20
3

0

      ,

      ,

     .

← ⋅ = ⋅ =

← ⋅ = − ⋅ = −

← ⋅ = ⋅ =

,  

Potoa se presmetuvaat novite vrednosti na elementite na dru-
gite koloni. Pri presmetka na elementite na vtorata kolona najnapred 
se zema: 

b a
a

= = −
=
12

12

0 1
0

,   ,
  ,

 

a potoa se presmetuva: 

( )

( )

( )

a a a b

a a a b

a a a b

12 12 11

22 22 21

32 32 31

0 20
3

0 1 2
3

0 15 2
3

0 1 1
12

0 5 0 0 1 0 5

      ,

      ,

     .

← − ⋅ = − ⋅ − =

← − ⋅ = − −

 ⋅ − =

← − ⋅ = − ⋅ − =

,

, ,

, , ,

 

Pri presmetka na novite vrednosti na elementite na tretata ko-
lona najnapred se zema: 

b a
a

= =
=
13

13

0
0

  ,
  ,

 

a potoa se presmetuva: 

a a a b

a a a b

a a a b

13 13 11

23 23 21

33 33 31

0 20
3

0 0

0 5 2
3

0 0 5

5 0 0 5

      ,

      ,

     .

← − ⋅ = − ⋅ =

← − ⋅ = − − −

 ⋅ = −

← − ⋅ = − ⋅ =

, ,  

So toa po vtoriot ~ekor e: 
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( )A 2

20
3

2
3

0

2
3

1
12

1
2

0 1
2

5

= − −





















 . 

Vo tretiot ~ekor ja izbirame za glavna preostanatata vtora re-
dica, t.e. zemame deka e  k = 2   i voveduvame: 

b
a

a

= = =

=

1 1
1

12

12

1

22

22

  ,

 .

 

Sleduva presmetuvawe na novite vrednosti na elementite na 
vtorata kolona: 

a a b

a a b

a a b

12 12

22 22

32 32

2
3

12 8

1 12 12
1
2

12 6

      ,

      ,

     .

← ⋅ = ⋅ =

← ⋅ = ⋅ =

← ⋅ = ⋅ =

 

Potoa se presmetuvaat novite vrednosti na elementite na dru-
gite koloni. Pri presmetka na elementite na prvata kolona najnapred 
se zema: 

b a

a

= = −

=

21

21

2
3

0

  ,

  ,
 

a potoa se presmetuva: 

a a a b

a a a b

a a a b

11 11 12

21 21 22

31 31 32

20
3

8 2
3

12

0 12 2
3

8

0 6 2
3

4

      ,

      ,

     .

← − ⋅ = − ⋅ −

 =

← − ⋅ = − ⋅ −

 =

← − ⋅ = − ⋅ −

 =

 



323 

Pri presmetka na novite vrednosti na elementite na tretata ko-
lona najnapred se zema: 

b a

a

= = −

=

23

23

1
2

0

  ,

 ,
 

a potoa se presmetuva: 

a a a b

a a a b

a a a b

13 13 12

23 23 22

33 33 32

0 8 1
2

4

0 12 1
2

6

5 6 1
2

8

      ,

      ,

     .

← − ⋅ = − ⋅ −

 =

← − ⋅ = − ⋅ −

 =

← − ⋅ = − ⋅ −

 =

 

Na toj na~in po tretiot ~ekor dobienata matrica e, vsu{nost, 
baranata inverzna matrica: 

( )A A3 1
12 8 4

8 12 6
4 6 8

=














= −  . 

Od ovoj primer se gleda deka i vo slu~aj koga se opredeluva in-
verzna matrica na edna simetri~na matrica, rezultatite {to se dobi-
vaat po prviot i vtoriot ~ekor ne se simetri~ni matrici. 

Vo prodol`enie davame potprograma za inverzija na kvadratna 
nesingularna matrica spored modifikacijata na Betankur-Tore [5]. 
Imeto na potprogramata e INV_BT. Zna~eweto na argumentite e iden-
ti~no kako i kaj potprogramata INV_SC. 

subroutine INV_BT (nd,n,a)
implicit none
integer nd, n, i, j, k
real a(1:nd,1:nd), b

do k = 1, n
b = 1. / a(k,k)
a(k,k) = 1.
do i = 1, n

a(i,k) = a(i,k) * b
end do
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do j = 1, n
if (j .eq. k) cycle
b = a(k,j)
a(k,j) = 0.
do i = 1, n

a(i,j) = a(i,j) - a(i,k) * b
end do

end do
end do

end

A5.3. Metod na ograduvawe za inverzija na matrici 

Neka A e kvadratna nesingularna matrica. Ako kon matricata A 
se dodadat nova redica i nova kolona, taa }e mo`e da se pretstavi vo 
vid: 

A u
v α







,  (A67) 

kade {to u e matrica kolona, v e matrica redica, a α e skalar. Ako e po-
znata matricata A−1, inverznata matrica na matricata (A67) mo`e da 
se pretstavi vo slednava forma: 

A u
v

A A u v A A u

v Aα
β β

β β







=
+ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅

− ⋅



















−
− − − −

−

1
1 1 1 1

1 1
, (A68) 

kade {to e: 

β α= − ⋅ ⋅−v A u1  . (A69) 

Dokazot na ravenkata (A68) mo`e da se vidi vo [18]. 

Primenuvaj}i go ovoj metod, da ja opredelime inverznata matri-
ca na matricata: 

A =
−

− −
−















0 15 0 10 0
0 10 0 20 0 10

0 0 10 0 20

, ,
, , ,

, ,
. 
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Vo prviot ~ekor ja opredeluvame inverznata matrica na matri-
cata 

( )A 1 0 15= ,  

i dobivame: 

( )( )A 1 1 1
0 15

20
3

−
= =

,
. 

Vo vtoriot ~ekor ja opredeluvame inverznata matrica na matri-
cata: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )A A u

v
2 1 1

1 1
0 15 0 10
0 10 0 20= −

−






=












, ,
, , α

, 

kade {to e: 

( )

( )

( )

u

v

1

1

1

0 10

0 10

0 20

= −

= −

=

,

,

,

  ,

  ,

 .α

 

Primenuvaj}i ja ravenkata (A68), mo`e da se napi{e: 

( )( )
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

A
A

A u v A
A u

v A

2 1
1 1

1 1 1 1 1 1

1 1
1 1 1

1
1 1 1

1

1

1 1

−
−

− −
−

−
=

+
⋅ ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅





















β β

β β

. 

Natamu presmetuvame: 

( )( ) ( ) ( )A u1 1 1 20
3

0 10 2
3

−
⋅ = ⋅ − = −,  , 

( ) ( )( ) ( )v A1 1 1
0 10 20

3
2
3

⋅ = − ⋅ = −
−

,  , 
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( )( ) ( ) ( ) ( )( )A u v A1 1 1 1 1 1 2
3

2
3

4
9

− −
⋅ ⋅ ⋅ = −


 ⋅ −


 =  , 

( ) ( )( ) ( ) ( )v A u1 1 1 1 2
3

0 10 1
15

⋅ ⋅ = − ⋅ − =
−

,  , 

( )β 1 0 20 1
15

2
15

= − =,  , 

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

A u v A1 1 1 1 1 1

1

4
9
2

15

10
3

− −
⋅ ⋅ ⋅

= =
β

 , 

( )( ) ( )

( )−
⋅

= −
−

=

−
A u1 1 1

1

2
3

2
15

5
β

 , 

( ) ( )( )
( )−

⋅
= −

−
=

−
v A1 1 1

1

2
3

2
15

5
β

 .  

Na toj na~in, koristej}i gi presmetanite vrednosti, na krajot na 
vtoriot ~ekor dobivame: 

( )( )A 2 1 10 15 0 10
0 10 0 20

10 5
5 7 5

− −
=

−
−






= 





, ,
, , ,

 .  

Vo tretiot ~ekor ja opredeluvame inverznata matrica na matri-
cata: 

( )
( ) ( )

( ) ( )A A u
v

3
2 2

2 2

0 15 0 10 0
0 10 0 20 0 10

0 0 10 0 20
=

−
− −

−

















=










, ,
, , ,

, , α
 , 

kade {to e: 
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( )

( ) [ ]
( )

u

v

2

2

2

0
0 10

0 0 10

0 20

=
−






= −

=

,

,

,

 ,

 ,

 .α

 

Koristej}i ja ravenkata (A68), baranata inverzna matrica mo`e 
da se napi{e vo vid: 

( )( )
( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

A
A

A u v A
A u

v A

3 1
2 1

2 1 2 2 2 1

2 2
2 1 2

2
2 2 1

2

1

1 1

−
−

− −
−

−
=

+
⋅ ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅

− ⋅ ⋅





















β β

β β

. 

Potoa presmetuvame: 

( )( ) ( )A u2 1 2 10 5
5 7 50

0
0 10

0 50
0 75

−
⋅ = 







 ⋅

−








 =

−
−








, ,

,
,

 , 

( ) ( )( ) [ ] [ ]v A2 2 1
0 0 10

10 5
5 7 50

0 50 0 75⋅ = − ⋅ 






 = − −

−
,

,
, ,  , 

( ) ( )( ) ( ) [ ]v A u2 2 1 2 0 50 0 75
0

0 10
0 075⋅ ⋅ = − − ⋅

−








 =

−
, ,

,
,  , 

( )β 2 0 20 0 075 0 125= − =, , ,  , 

( )
1 1

0 125
8

2β
= =

,
 , 

( )
( )( ) ( )− ⋅ ⋅ = − ⋅

−
−








 = 








−1 8
0 50
0 75

4
62

2 1 2

β
A u

,
,

 , 

( )
( ) ( )( ) [ ] [ ]− ⋅ ⋅ = − ⋅ − − =

−1 8 0 50 0 75 4 6
2

2 2 1

β
v A , ,  , 
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( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]1 8

0 50
0 75

0 50 0 75

2 3
3 4 5

2
2 1 2 2 2 1

β
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅

−
−






⋅ − −

= 





− −
A u v A

,
,

, ,

,
 ,

 

( )( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )A A u v A2 1

2
2 1 2 2 2 11 10 5

5 7 5
2 3
3 4 5

12 8
8 12

− − −
+ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 





+ 





= 





β , ,

 ,

 

Taka, na krajot na tretiot ~ekor, dobivame: 

( )( )A A3 1 1
12 8 4

8 12 6
4 6 8

− −=
















= . 

A5.4. Metod na popolnuvawe za inverzija na matrici 

Neka A e kvadratna nesingularna matrica od red n. Neka u e 
matrica kolona so n redici i neka v e matrica redica so n koloni. To-
ga{, ako e ispolnet uslovot: 

α = + ⋅ ⋅ ≠−1 01v A u  , (A70) 

va`i matri~noto ravenstvo: 

( )A u v A A u v A+ ⋅ = − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅− − − −1 1 1 11
α . (A71) 

Dokazot na ravenkata (A71) e ednostaven i mo`e da se vidi vo 
[18]. 

Da go navedeme i poop{tiot slu~aj. Neka A e kvadratna nesingu-
larna matrica. Neka U e matrica so n redici i m koloni i neka V e mat-
rica so m redici i n koloni, pri {to e m n≤ . Toga{ va`i matri~noto 
ravenstvo [18]: 

( ) ( )A U V A A U E V A U V A+ ⋅ = − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅− − −
×

− − −1 1 1 1 1 1
m m , (A72) 
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kade {to so Em m×  e ozna~ena edini~na matrica od red m. 

A5.5. Inverzija so pomo{ na faktorizacija 

Vo oddelot A3 e poka`ano kako edna nesingularna kvadratna 
matrica A mo`e da se pretstavi vo forma na proizvod na edna dolno-
triagolna matrica L, edna dijagonalna matrica D i edna gornotriagol-
na matrica U. Po glavnata dijagonala, elementite na matricite L i U 
se ednakvi na edinica. Zna~i, za matricata A mo`e da se napi{e: 

A L D U= ⋅ ⋅ , (A73) 

od kade za nejzinata inverzna matrica sleduva: 

( )A L D U U D L− − − − −= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅1 1 1 1 1 . (A74) 

Bidej}i matricata D e dijagonalna, nejzinata inverzna matrica 
D−1 e pak dijagonalna. Elementite na matricata D−1 se ednakvi na re-
cipro~nite vrednosti na soodvetnite elementi na matricata D. 

Ako se vovede: 

Li
i i

n i

n i

l

l
l

=































+

−

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

1

1

,

,

,

 , (A75) 

matricata L mo`e da se pretstavi kako matri~en proizvod: 

L L L L L= ⋅ ⋅− −1 2 2 1n n   (A76) 

i nejzinata inverzna matrica mo`e da se napi{e vo forma: 

L L L L L−
−

−
−

− − −= ⋅ ⋅1
1

1
2

1
2

1
1

1
n n  . (A77) 

Analogno, ako se vovede: 
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U i i i i n i nu u u=































+ −

1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

1 1, , ,  , (A78) 

matricata U mo`e da se pretstavi kako matri~en proizvod: 

U U U U U= ⋅ ⋅− −n n1 2 2 1   (A79) 

i nejzinata inverzna matrica mo`e da se napi{e vo forma: 

U U U U U− − −
−

−
−

−= ⋅ ⋅1
1

1
2

1
2

1
1

1
n n  . (A80) 

Osobenost na matricite Li i Ui e {to nivnite inverzni matrici 
se dobivaat mo{ne ednostavno. Samo treba da se promenat znacite na 
nenultite vondijagonalni elementi. 

Vrz osnova na (A74), (A77) i (A80), inverznata matrica na mat-
ricata A mo`e da se napi{e vo forma: 

A U U U U D L L L L− − −
−

−
−

− −
−

−
−

− − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1
1

1
2

1
2

1
1

1 1
1

1
2

1
2

1
1

1
n n n n . (A81) 

Za ilustracija na prethodnoto da ja pobarame inverznata matri-
ca na matricata: 

A =
−

















2 0 4
6 4 8
0 8 3

 , 

~ii{to matrici-faktori se: 

L D U=
















=
















= −
















1 0 0
3 1 0
0 2 1

2 0 0
0 4 0
0 0 5

1 0 2
0 1 1
0 0 1

,         i     . 
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Vo ovoj slu~aj e: 

L L U U1 2 1 2

1 0 0
3 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 0
0 2 1

1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 1
0 0 1

=
















=
















=
















= −
















,   ,       i   . 

Natamu, spored (A81), za inverznata matrica sleduva: 

A U U D L L− − − − − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1
1

1
2

1 1
2

1
1

1 , 

t.e. 

A − =
−















⋅
















⋅
















⋅
−

















⋅ −
















=
− −

−
−

















1
1 0 2
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 1 1
0 0 1

0 5 0 0
0 0 25 0
0 0 0 2

1 0 0
0 1 0
0 2 1

1 0 0
3 1 0

0 0 1

1 900 0 800 0 400
0 450 0 150 0 200
1 200 0 400 0 200

,
,

,

, , ,
, , ,
, , ,

.

 

Vo specijalen slu~aj koga matricata A e simetri~na, }e bide: 

( )U Li i= T , (A82) 

pa sleduva: 

( ) ( ) ( ) ( )
A L L L L D U U U U

L L L L D L L L L

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

− − − −

− − − −

1 2 2 1 1 2 2 1

1 2 2 1 1 2 2 1

n n n n

n n n n
T T T T .

(A83) 

Vo toj slu~aj inverznata matrica mo`e da se napi{e vo forma: 

( ) ( ) ( ) ( )A L L L L D L L L L− − −
−

−
−

− −
−

−
−

− − −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1
1

1
2

1
2

1
1

1 1
1

1
2

1
2

1
1

1T T T T
n n n n .

 (A84) 

Ako treba da se re{i sistemot linearni ravenki: 

A x b⋅ = , (A85) 

re{enieto mo`e da se napi{e vo slednava forma: 
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x A b

U U U U D L L L L b

= ⋅

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

−

− −
−

−
−

− −
−

−
−

− − −

1

1
1

2
1

2
1

1
1 1

1
1

2
1

2
1

1
1

n n n n  .
(A86) 

Pritoa ne e neophodno eksplicitno da se opredeluva inverznata 
matrica. Presmetkata mo`e da se izveduva so postapna transformacija 
na poznatiot vektor b. Najnapred toj se mno`i matri~no odlevo so L1

1− . 

Dobieniot vektor se mno`i matri~no odlevo so L2
1− , i taka natamu. Vo 

sekoj ~ekor na ovoj proces se mno`i kvadratna matrica so vektor. 

Imaj}i ja predvid specifi~nata struktura na matricite Li , D  
i U i  ( i n= −1 1, , ), ravenkata (A81), odnosno ravenkata (A84), ovozmo-
`uvaat elementite od inverznata matrica da se dobijat na relativno 
ednostaven na~in. Mnogu ~esto od inverznata matrica, na primer toa 
mo`e da bide matricata Z , se potrebni samo nekoi elementi. Vo 
takvite slu~ai e mo`no da se presmetaat samo baranite elementi poz-
navaj}i gi faktorite na matricata Y . Kaj golemite sistemi mo`e da se 
postigne dopolnitelna racionalizacija ako se primeni tehnikata na 
rabota so retki matrici. 
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B. IEEE TEST-SISTEMI 

B1. Op{to 

Zdru`enieto na in`eneri po elektrotehnika i elektronika od 
SAD (The Institute of Electrical and Electronic Engineers, Inc. − IEEE), za tes-
tirawe i sporedba na razni metodi za presmetka na naponite ima usvo-
eno pet test-elektroenergetski sistemi (so 14, 30, 57, 118 i 300 jazli)* . 
Bidej}i ovie sistemi se na{iroko prifateni i nadvor od IEEE, ovde }e 
gi prezentirame podatocite za niv. Poradi ograni~eniot prostor ne se 
prilo`eni podatocite za sistemot od 300 jazli. 

Pokraj vleznite podatoci, vo ovoj dodatok se dadeni i rezultati-
te od presmetkite na naponite (broj na iteracii, presmetanite efek-
tivni vrednosti i fazni agli na naponite na jazlite i presmetanite 
injektirani mo}nosti vo jazlite). 

Za izveduvawe na presmetkite se koristeni kompjuterski pro-
grami napi{ani vo FORTRAN. Pri izgotvuvaweto na programite ne se 
koristeni specijalni tehniki za optimizacija na presmetkite, kako i 
tehniki za rabota so retki matrici. Iterativniot del od presmetkite 
e baziran na blok-dijagramite za oddelnite metodi (videte sliki 4.11, 
4.15 i 4.16). Matricata na admitancii na sistemite se formira so ins-
pekcija na mre`ata, objasneta vo potpoglavjeto 3.4. Za re{avawe na 
sistemite linearni ravenki kaj Wutn-Rafsonoviot i brziot metod so 
razdvojuvawe se koristeni metodite i potprogramite izlo`eni vo Do-
datokot A. 

Vo tabelata B1.1 se dadeni podatocite za potrebniot broj itera-
cii za zavr{uvawe na iterativniot proces za razni metodi za presmet-
ka na naponite. Za zavr{uvawe na iterativniot proces kaj Wutn-Raf-
sonoviot metod i kaj brziot metod so razdvojuvawe se koristeni uslo-
vite (4.133 a) i (4.133 b). Vo dvata slu~aja dozvolenata tolerancija bila 
10−4 per unit, pri bazna mo}nost od 100 MVA. Kaj Gaus-Zajdeloviot metod 
kako kriterium za zavr{uvawe na iterativniot proces e koristen us-
lovot (4.43 a), a dozvolenata tolerancija bila 10−6 per unit. Iako ovaa 
tolerancija e relativno mala, taa e koristena za da se dobijat spored-
livi rezultati so ostanatite dva metoda, t.e. da se postigne presmeta-
nite injektirani mo}nosti so naponite na krajot od presmetkite so 

                                                           
* Podatocite za test-sistemite ne se oficijalno objaveni vo publikaciite na IEEE, 

pa poradi toa tie kru`at vo stru~nata i nau~nata javnost vo pove}e neoficijalni 
varijanti koi{to me|usebno malku se razlikuvaat. 
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Gaus-Zajdeloviot metod da se razlikuvaat od zadadenite za pomalku od 
10−4 per unit. 

Vo tabelata B1.1 brojkite vo zagradite vo kolonata za Gaus-Zaj-
deloviot metod ja ozna~uvaat optimalnata vrednost na koeficientot 
na zabrzuvawe za poedinite sistemi so koi{to se postignati navedeni-
te iteracii. Zavisnosta na brojot na iteracii kaj Gaus-Zajdeloviot me-
tod od koeficientot na zabrzuvawe e prika`ana na slikite B1.1, B1.2, 
B1.3 i B1.4, za analiziranite test-sistemi soodvetno. Na tie sliki 
apscisite na to~kite ozna~eni so zacrneti kvadrati pretstavuvaat 
vrednosti na koeficientot na zabrzuvawe za koi metodot ili divergi-
ral ili brojot na iteracii bil pogolem od 1000. Kako {to mo`e da se 
zabele`i od slikite B1.1 do B1.4, konvergencijata na Gaus-Zajdeloviot 
metod zna~itelno i brzo se vlo{uva ako vrednosta na koeficientot na 
zabrzuvawe e pogolema od optimalnata vrednost. 

Vo tabelata B1.2 e dadeno vkupnoto vreme za presmetka na anali-
ziranite test-sistemi za razni varijanti na re{avawe na sistemite ra-
venki kaj Wutn-Rafsonoviot i brziot metod so razdvojuvawe − verzija 
XB. Kratenkite vo tabelata gi ozna~uvaat upotrebenite metodi za re-
{avawe na sistemite linearni ravenki i se vo soglasnost so upotrebe-
nite imiwa na potprogramite od Dodatokot A. Vo vkupnoto registri-
rano vreme ne se vklu~eni vlezno-izleznite operacii i presmetkata na 
tekovite na mo}nosti, a se vklu~eni operaciite za formirawe na mat-
ricata na admitancii, matricite ′B  i ′′B  i nivnata faktorizacija 
(ili inverzija) kaj brziot metod so razdvojuvawe i iterativnata po-
stapka za presmetka na naponite. Merewata na vremeto se napraveni so 
to~nost od ±0,5%. Zaradi poednostavno sporeduvawe na dobienite re-
zultati, vremiwata se izrazeni vo relativni edinici. Vremeto potreb-
no za re{avawe na sistemot so 14 jazli so brziot metod so razdvojuvawe 
e ozna~eno so edinica. Pritoa za re{avawe na sistemite ravenki e 
koristen metodot so faktorizacijata LDLT. 

Tabela B1.1   Broj na iteracii za IEEE test-sistemite 

Test-sistem Gaus-Zajdelov Wutn-Rafsonov  Brz metod so razdvojuvawe 

 metod metod Verzija XB  Verzija BX 

IEEE 14   32   (1,6) 3 4 4,5 

IEEE 30   55   (1,8) 3 3,5 4,5 

IEEE 57   75   (1,7) 3 4,5 4,5 

IEEE 118 221   (1,8) 3 4,5 4,5 
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Tabela B1.2   Relativno vreme za presmetka 

 
Test-sistem 

Brz metod so razdvojuvawe 
Verzija XB 

Wutn-Rafsonov 
metod 

Gaus-Zajdelov 
metod 

 LDLt LU INV_BT LU SLR_Gauss INV_BT  

IEEE 14 1,00 1,00 1,20 3,00 3,10 4,05 4,35 

IEEE 30 2,60 2,80 4,40 18,60 21,45 36,35 23,45 

IEEE 57 10,65 11,70 24,80 127,15 235,05 245,25 108,70 

IEEE 118 43,10 49,65 126,00 479,75 1017,25 1204,40 1428,95 

 

Vo tabelata B1.2 ne se prika`ani rezultatite za verzijata BX na 
brziot metod so razdvojuvawe poradi toa {to, za ednakov broj na itera-
cii, tie se ednakvi so rezultatite od verzijata XB. 

Va`no e da se zabele`i deka za drugi elektroenergetski sistemi 
ne mora da se dobijat rezultati kako od tabelata B1.2. Pokraj toa, tre-
ba da se ima predvid deka podatocite od tabelata B1.2 se odnesuvaat za 
kompjuterskata realizacija koja{to be{e prethodno objasneta. Kaj po-
golemite sistemi mo`at da se o~ekuvaat zna~itelni razliki ako se ko-
ristat tehnikite za rabota so retki matrici. Isto taka, vrz vremeto za 
presmetka ima vlijanie i programskiot kompajler (na~in na optimiza-
cija), kako i samiot kompjuter (brzinata na edinicata za operirawe so 
realni broevi). 

Od rezultatite izlo`eni vo tabelata B1.2 e o~igledno deka 
ubedlivo najbrz metod za site analizirani test-sistemi e brziot metod 
so razdvojuvawe so koristewe na faktorizacijata LDLT. Kaj Wutn-Raf-
sonoviot metod najdobri rezultati poka`uva varijantata za re{avawe 
na sistemot ravenki so faktorizacijata LU. 

Da zabele`ime deka ne se posebno razgleduvani varijantite na 
faktorizacijata LDU, zatoa {to taa mo`e da se smeta za specijalen 
slu~aj na faktorizacijata LU. Isto taka, ne se prilo`eni rezultati za 
varijanti na brziot metod so razdvojuvawe so inverzija na simetri~na 
matrica. Imeno, testovite poka`ale deka potprogramata za inverzija 
na matrici izgotvena vrz baza na modifikacijata na Betankur-Tore e 
pobrza od specijalnata potprograma bazirana na metodot na [ipli-
Kolman, nameneta za inverzija na simetri~ni matrici. 
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Slika B1.1  Broj na iteracii vo funkcija od faktorot na zabrzuvawe 

za test-sistemot IEEE 14 
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Slika B1.2  Broj na iteracii vo funkcija od faktorot na zabrzuvawe 

za test-sistemot IEEE 30 
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Slika B1.3  Broj na iteracii vo funkcija od faktorot na zabrzuvawe 

za test-sistemot IEEE 57 
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Slika B1.4  Broj na iteracii vo funkcija od faktorot na zabrzuvawe 

za test-sistemot IEEE 118 
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Vo potpoglavjata B2, B3, B4 i B5 se prilo`eni podatocite za 
test-sistemite na IEEE. Za sekoj od niv podatocite se podeleni vo dve 
grupi, i toa: podatoci pridru`eni kon jazlite i podatoci za elementi-
te. Vo prvata grupa spa|aat: mo}nosti na izvorite i na potro{uva~ite, 
napre~nite admitancii na kondenzatorskite baterii i/ili reaktori 
kaj jazlite, efektivnite vrednosti i faznite agli na naponite. Vo vto-
rata grupa se parametrite za π-ekvivalentnite {emi na elementite 
(vodovi i transformatori) i prenosnite odnosi na transformatorite. 

Bidej}i vo test-sistemite postojat pove}e naponski nivoa, a 
zaradi poednostavna prezentacija na podatocite, efektivnite vrednos-
ti na naponite, impedanciite, admitanciite i prenosnite odnosi na 
transformatorite se dadeni vo edini~ni vrednosti. Baznata mo}nost 
iznesuva 100 MVA, dodeka mo}nostite vo tabelite se dadeni vo prirod-
ni edinici (MW, odnosno Mvar). 

Podatocite izlo`eni vo ovoj dodatok pretstavuvaat izlezna 
lista od kompjuterska programa za presmetka na naponite. Poradi toa 
namesto decimalna zapirka vo rezultatite e koristena decimalna to~-
ka, a bezna~ajnite nuli levo od decimalnata to~ka ne se prika`ani. 

Vo tabelite so podatocite pridru`eni kon jazlite e ozna~en i 
tipot na jazlite (PQ, PU ili S − jazol so poznat napon). Vo tabelite za 
parametrite na elementite, transformatorite se razlikuvaat od osta-
natite elementi po toa {to za niv e daden i prenosniot odnos mk l−  vo 
edini~ni vrednosti, vo soglasnost so slikata 4.2. 
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B2. Test-sistem so 14 jazli (IEEE 14 Bus Test System) 

Tabela B2.1  Podatoci za jazlite 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

1 (S ) 232.3860 -16.8887 .0000 .0000 1.060000 .000
2 (PU) 40.0000 42.3965 21.7000 12.7000 1.045000 -4.981
3 (PU) .0000 23.3936 94.2000 19.0000 1.010000 -12.718
4 (PQ) .0000 .0000 47.8000 -3.9000 1.018623 -10.324
5 (PQ) .0000 .0000 7.6000 1.6000 1.020264 -8.783
6 (PU) .0000 12.2403 11.2000 7.5000 1.070000 -14.223
7 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.061951 -13.368
8 (PU) .0000 17.3566 .0000 .0000 1.090000 -13.368
9 (PQ) .0000 .0000 29.5000 16.6000 1.056346 -14.947

10 (PQ) .0000 .0000 9.0000 5.8000 1.051328 -15.104
11 (PQ) .0000 .0000 3.5000 1.8000 1.057082 -14.795
12 (PQ) .0000 .0000 6.1000 1.6000 1.055220 -15.077
13 (PQ) .0000 .0000 13.5000 5.8000 1.050443 -15.159
14 (PQ) .0000 .0000 14.9000 5.0000 1.035795 -16.039

 

Tabela B2.2  Podatoci za jazlite so kontroliran napon 

 
Jazol 

Efektivna vrednost 
na naponot 

Reaktivna mo}nost na izvorite 
Mvar 

 per unit Qmin  Qmax  
2 1.0450 -40.0000 50.0000
3 1.0100 .0000 40.0000
6 1.0700 -6.0000 24.0000
8 1.0900 -6.0000 24.0000

 

Tabela B2.3  Podatoci za kondenzatorskite baterii  
i/ili reaktorite kaj jazlite 

Jazol Napre~na susceptancija 
 per unit 
9 .1900
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Tabela B2.4  Parametri na elementite 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
1 1 - 2 .019380 .059170 .052800
2 1 - 5 .054030 .223040 .049200
3 2 - 3 .046990 .197970 .043800
4 2 - 4 .058110 .176320 .037400
5 2 - 5 .056950 .173880 .034000
6 3 - 4 .067010 .171030 .034600
7 4 - 5 .013350 .042110 .012800
8 4 - 7 .000000 .209120 .000000 .978000
9 4 - 9 .000000 .556180 .000000 .969000
10 5 - 6 .000000 .252020 .000000 .932000
11 6 - 11 .094980 .198900 .000000
12 6 - 12 .122910 .255810 .000000
13 6 - 13 .066150 .130270 .000000
14 7 - 8 .000000 .176150 .000000
15 7 - 9 .000000 .110010 .000000
16 9 - 10 .031810 .084500 .000000
17 9 - 14 .127110 .270380 .000000
18 10 - 11 .082050 .192070 .000000
19 12 - 13 .220920 .199880 .000000
20 13 - 14 .170930 .348020 .000000
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B3 Test-sistem so 30 jazli (IEEE 30 Bus Test System) 

Tabela B3.1  Podatoci za jazlite 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

1 (S ) 261.0390 -20.3453 .0000 .0000 1.060000 .000
2 (PU) 40.0000 57.1612 21.7000 12.7000 1.045000 -5.528
3 (PQ) .0000 .0000 2.4000 1.2000 1.020983 -7.988
4 (PQ) .0000 .0000 7.6000 1.6000 1.012223 -9.642
5 (PU) .0000 35.6929 94.2000 19.0000 1.010000 -14.376
6 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.010549 -11.364
7 (PQ) .0000 .0000 22.8000 10.9000 1.002548 -13.128
8 (PU) .0000 36.3176 30.0000 30.0000 1.010000 -12.106
9 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.050999 -14.432

10 (PQ) .0000 .0000 5.8000 2.0000 1.045166 -16.035
11 (PU) .0000 16.1266 .0000 .0000 1.082000 -14.432
12 (PQ) .0000 .0000 11.2000 7.5000 1.057374 -15.297
13 (PU) .0000 10.4237 .0000 .0000 1.071000 -15.297
14 (PQ) .0000 .0000 6.2000 1.6000 1.042490 -16.190
15 (PQ) .0000 .0000 8.2000 2.5000 1.037841 -16.281
16 (PQ) .0000 .0000 3.5000 1.8000 1.045005 -15.882
17 (PQ) .0000 .0000 9.0000 5.8000 1.039794 -16.196
18 (PQ) .0000 .0000 3.2000 .9000 1.028272 -16.889
19 (PQ) .0000 .0000 9.5000 3.4000 1.025747 -17.059
20 (PQ) .0000 .0000 2.2000 .7000 1.029819 -16.860
21 (PQ) .0000 .0000 17.5000 11.2000 1.032734 -16.484
22 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.033254 -16.472
23 (PQ) .0000 .0000 3.2000 1.6000 1.027187 -16.679
24 (PQ) .0000 .0000 8.7000 6.7000 1.021387 -16.866
25 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.016582 -16.501
26 (PQ) .0000 .0000 3.5000 2.3000 .998891 -16.922
27 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.022168 -16.016
28 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.007064 -11.977
29 (PQ) .0000 .0000 2.4000 .9000 1.002306 -17.248
30 (PQ) .0000 .0000 10.6000 1.9000 .990818 -18.133

 

Tabela B3.2  Podatoci za jazlite so kontroliran napon 

 
Jazol 

Efektivna vrednost 
na naponot 

Reaktivna mo}nost na izvorite 
Mvar 

 per unit Qmin  Qmax  
2 1.0450 -40.0000 60.0000
5 1.0100 -40.0000 40.0000
8 1.0100 -10.0000 40.0000

11 1.0820 -6.0000 24.0000
13 1.0710 -6.0000 24.0000
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Tabela B3.3  Podatoci za kondenzatorskite baterii  
i/ili reaktorite kaj jazlite 

Jazol Napre~na susceptancija 
 per unit 
10 .1900
24 .0430

 

Tabela B3.4  Parametri na elementite 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
1 1 - 2 .019200 .057500 .052800
2 1 - 3 .045200 .185200 .040800
3 2 - 4 .057000 .173700 .036800
4 3 - 4 .013200 .037900 .008400
5 2 - 5 .047200 .198300 .041800
6 2 - 6 .058100 .176300 .037400
7 4 - 6 .011900 .041400 .009000
8 5 - 7 .046000 .116000 .020400
9 6 - 7 .026700 .082000 .017000
10 6 - 8 .012000 .042000 .009000
11 6 - 9 .000000 .208000 .000000 .978000
12 6 - 10 .000000 .556000 .000000 .969000
13 9 - 11 .000000 .208000 .000000
14 9 - 10 .000000 .110000 .000000
15 4 - 12 .000000 .256000 .000000 .932000
16 12 - 13 .000000 .140000 .000000
17 12 - 14 .123100 .255900 .000000
18 12 - 15 .066200 .130400 .000000
19 12 - 16 .094500 .198700 .000000
20 14 - 15 .221000 .199700 .000000
21 16 - 17 .082400 .192300 .000000
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Tabela B3.4   Parametri na elementite (prodol`enie) 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
22 15 - 18 .107300 .218500 .000000
23 18 - 19 .063900 .129200 .000000
24 19 - 20 .034000 .068000 .000000
25 10 - 20 .093600 .209000 .000000
26 10 - 17 .032400 .084500 .000000
27 10 - 21 .034800 .074900 .000000
28 10 - 22 .072700 .149900 .000000
29 21 - 22 .023200 .047200 .000000
30 21 - 22 .023200 .047200 .000000
31 15 - 23 .100000 .202000 .000000
32 22 - 24 .115000 .179000 .000000
33 23 - 24 .132000 .270000 .000000
34 24 - 25 .188500 .329200 .000000
35 25 - 26 .254400 .380000 .000000
36 25 - 27 .109300 .208700 .000000
37 27 - 28 .000000 .792000 .000000 1.033000
38 27 - 28 .000000 .792000 .000000 1.033000
39 27 - 29 .219800 .415300 .000000
40 27 - 30 .320200 .602700 .000000
41 29 - 30 .239900 .453300 .000000
42 8 - 28 .063600 .200000 .042800
43 6 - 28 .050700 .179700 .004330
44 6 - 28 .050700 .179700 .004330
45 6 - 28 .050700 .179700 .004330
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B4 Test-sistem so 57 jazli (IEEE 57 Bus Test System) 

Tabela B4.1  Podatoci za jazlite 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

1 (S ) 423.8569 112.3718 .0000 .0000 1.040000 .000
2 (PU) .0000 -.7610 3.0000 88.0000 1.010000 -1.186
3 (PU) 40.0000 -2.7220 41.0000 21.0000 .985000 -5.981
4 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .981761 -7.332
5 (PQ) .0000 .0000 13.0000 4.0000 .976821 -8.542
6 (PU) .0000 .1819 75.0000 2.0000 .980000 -8.671
7 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .983797 -7.610
8 (PU) 450.0000 62.6692 150.0000 22.0000 1.005000 -4.491
9 (PU) .0000 3.1180 121.0000 26.0000 .980000 -9.603

10 (PQ) .0000 .0000 5.0000 2.0000 .986015 -11.473
11 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .973694 -10.209
12 (PU) 310.0000 129.6225 377.0000 24.0000 1.015000 -10.489
13 (PQ) .0000 .0000 18.0000 2.3000 .978443 -9.816
14 (PQ) .0000 .0000 10.5000 5.3000 .969489 -9.359
15 (PQ) .0000 .0000 22.0000 5.0000 .987586 -7.193
16 (PQ) .0000 .0000 43.0000 3.0000 1.013357 -8.871
17 (PQ) .0000 .0000 42.0000 8.0000 1.017441 -5.402
18 (PQ) .0000 .0000 27.2000 9.8000 1.009674 -11.541
19 (PQ) .0000 .0000 3.3000 .6000 1.004947 -13.372
20 (PQ) .0000 .0000 2.3000 1.0000 1.014513 -13.808
21 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .999905 -12.860
22 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.005550 -12.870
23 (PQ) .0000 .0000 6.3000 2.1000 1.004011 -12.934
24 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .992885 -13.265
25 (PQ) .0000 .0000 6.3000 3.2000 .967438 -18.431
26 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .953168 -12.943
27 (PQ) .0000 .0000 9.3000 .5000 .978777 -11.511
28 (PQ) .0000 .0000 4.6000 2.3000 .995005 -10.491
29 (PQ) .0000 .0000 17.0000 2.6000 1.009231 -9.792
30 (PQ) .0000 .0000 3.6000 1.8000 .944223 -18.963
31 (PQ) .0000 .0000 5.8000 2.9000 .909681 -19.575
32 (PQ) .0000 .0000 1.6000 .8000 .913301 -18.503
33 (PQ) .0000 .0000 3.8000 1.9000 .910915 -18.546
34 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .960447 -14.226
35 (PQ) .0000 .0000 6.0000 3.0000 .966304 -13.967
36 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .975095 -13.680
37 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .983585 -13.481
38 (PQ) .0000 .0000 14.0000 7.0000 1.009976 -12.749
39 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .981538 -13.526
40 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .972087 -13.703
41 (PQ) .0000 .0000 6.3000 3.0000 .995770 -14.103
42 (PQ) .0000 .0000 7.1000 4.4000 .965939 -15.562
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Tabela B4.1   Podatoci za jazlite (prodol`enie) 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

43 (PQ) .0000 .0000 2.0000 1.0000 1.009236 -11.373
44 (PQ) .0000 .0000 12.0000 1.8000 1.014463 -11.872
45 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.034754 -9.288
46 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.058451 -11.138
47 (PQ) .0000 .0000 29.7000 11.6000 1.031302 -12.538
48 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.025176 -12.634
49 (PQ) .0000 .0000 18.0000 8.5000 1.034643 -12.969
50 (PQ) .0000 .0000 21.0000 10.5000 1.022145 -13.446
51 (PQ) .0000 .0000 18.0000 5.3000 1.051841 -12.563
52 (PQ) .0000 .0000 4.9000 2.2000 .979566 -11.520
53 (PQ) .0000 .0000 20.0000 10.0000 .970246 -12.276
54 (PQ) .0000 .0000 4.1000 1.4000 .995924 -11.733
55 (PQ) .0000 .0000 6.8000 3.4000 1.030686 -10.824
56 (PQ) .0000 .0000 7.6000 2.2000 .967661 -16.095
57 (PQ) .0000 .0000 6.7000 2.0000 .963992 -16.613

 

Tabela B4.2  Podatoci za jazlite so kontroliran napon 

 
Jazol 

Efektivna vrednost 
na naponot 

Reaktivna mo}nost na izvorite 
Mvar 

 per unit Qmin  Qmax  
2 1.0100 -17.0000 50.0000
3 .9850 -10.0000 60.0000
6 .9800 -8.0000 25.0000
8 1.0050 -140.0000 200.0000
9 .9800 -3.0000 9.0000

12 1.0150 -50.0000 155.0000

 

Tabela B4.3  Podatoci za kondenzatorskite baterii  
i/ili reaktorite kaj jazlite 

Jazol Napre~na susceptancija 
 per unit 
18 .1000
25 .0590
53 .0630
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Tabela B4.4  Parametri na elementite 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
1 1 - 2 .008300 .028000 .129000
2 1 - 15 .017800 .091000 .098800
3 1 - 16 .045400 .206000 .054600
4 1 - 17 .023800 .108000 .028600
5 2 - 3 .029800 .085000 .081800
6 3 - 4 .011200 .036600 .038000
7 3 - 15 .016200 .053000 .054400
8 4 - 5 .062500 .132000 .025800
9 4 - 6 .043000 .148000 .034800
10 4 - 18 .000000 .555000 .000000 .970000
11 4 - 18 .000000 .430000 .000000 .978000
12 5 - 6 .030200 .064100 .012400
13 6 - 7 .020000 .102000 .027600
14 6 - 8 .033900 .173000 .047000
15 7 - 8 .013900 .071200 .019400
16 7 - 29 .000000 .064800 .000000 .967000
17 8 - 9 .009900 .050500 .054800
18 9 - 10 .036900 .167900 .044000
19 9 - 11 .025800 .084800 .021800
20 9 - 12 .064800 .295000 .077200
21 9 - 13 .048100 .158000 .040600
22 9 - 55 .000000 .120500 .000000 .940000
23 10 - 12 .027700 .126200 .032800
24 10 - 51 .000000 .071200 .000000 .930000
25 11 - 13 .022300 .073200 .018800
26 11 - 41 .000000 .749000 .000000 .955000
27 11 - 43 .000000 .153000 .000000 .958000
28 12 - 13 .017800 .058000 .060400
29 12 - 16 .018000 .081300 .021600
30 12 - 17 .039700 .179000 .047600
31 13 - 14 .013200 .043400 .011000
32 13 - 15 .026900 .086900 .023000
33 13 - 49 .000000 .191000 .000000 .895000
34 14 - 15 .017100 .054700 .014800
35 14 - 46 .000000 .073500 .000000 .900000
36 15 - 45 .000000 .104200 .000000 .955000
37 18 - 19 .461000 .685000 .000000
38 19 - 20 .283000 .434000 .000000
39 20 - 21 .000000 .776700 .000000 1.043000
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Tabela B4.4  Parametri na elementite (prodol`enie) 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
40 21 - 22 .073600 .117000 .000000
41 22 - 23 .009900 .015200 .000000
42 22 - 38 .019200 .029500 .000000
43 23 - 24 .166000 .256000 .008400
44 24 - 25 .000000 1.182000 .000000 1.000000
45 24 - 25 .000000 1.230000 .000000 1.000000
46 24 - 26 .000000 .047300 .000000 1.043000
47 25 - 30 .135000 .202000 .000000
48 26 - 27 .165000 .254000 .000000
49 27 - 28 .061800 .095400 .000000
50 28 - 29 .041800 .058700 .000000
51 29 - 52 .144200 .187000 .000000
52 30 - 31 .326000 .497000 .000000
53 31 - 32 .507000 .755000 .000000
54 32 - 33 .039200 .036000 .000000
55 32 - 34 .000000 .953000 .000000 .975000
56 34 - 35 .052000 .078000 .003200
57 35 - 36 .043000 .053700 .001600
58 36 - 37 .029000 .036600 .000000
59 37 - 38 .065100 .100900 .002000
60 36 - 40 .030000 .046600 .000000
61 37 - 39 .023900 .037900 .000000
62 38 - 44 .028900 .058500 .002000
63 38 - 48 .031200 .048200 .000000
64 38 - 49 .115000 .177000 .006000
65 39 - 57 .000000 1.355000 .000000 .980000
66 40 - 56 .000000 1.195000 .000000 .958000
67 41 - 42 .207000 .352000 .000000
68 41 - 43 .000000 .412000 .000000
69 44 - 45 .062400 .124200 .004000
70 46 - 47 .023000 .068000 .003200
71 47 - 48 .018200 .023300 .000000
72 48 - 49 .083400 .129000 .004800
73 49 - 50 .080100 .128000 .000000
74 50 - 51 .138600 .220000 .000000
75 52 - 53 .076200 .098400 .000000
76 53 - 54 .187800 .232000 .000000
77 54 - 55 .173200 .226500 .000000
78 56 - 41 .553000 .549000 .000000
79 56 - 42 .212500 .354000 .000000
80 57 - 56 .174000 .260000 .000000
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B5 Test-sistem so 118 jazli (IEEE 118 Bus Test 
System) 

Tabela B5.1  Podatoci za jazlite 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

1 (PU) .0000 -2.9866 51.0000 27.0000 .955000 -19.692
2 (PQ) .0000 .0000 20.0000 9.0000 .971394 -19.160
3 (PQ) .0000 .0000 39.0000 10.0000 .967640 -18.804
4 (PU) -9.0000 -13.0365 30.0000 12.0000 .998000 -15.068
5 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.001769 -14.617
6 (PU) .0000 16.3568 52.0000 22.0000 .990000 -17.367
7 (PQ) .0000 .0000 19.0000 2.0000 .989329 -17.819
8 (PU) -28.0000 58.4077 .0000 .0000 1.015000 -9.407
9 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.042918 -2.153

10 (PU) 450.0000 -51.0424 .0000 .0000 1.050000 5.428
11 (PQ) .0000 .0000 70.0000 23.0000 .985037 -17.663
12 (PU) 85.0000 91.7255 47.0000 10.0000 .990000 -18.189
13 (PQ) .0000 .0000 34.0000 16.0000 .968251 -19.068
14 (PQ) .0000 .0000 14.0000 1.0000 .983584 -18.938
15 (PU) .0000 8.0726 90.0000 30.0000 .970000 -19.323
16 (PQ) .0000 .0000 25.0000 10.0000 .983807 -18.532
17 (PQ) .0000 .0000 11.0000 3.0000 .994772 -16.811
18 (PU) .0000 29.0433 60.0000 34.0000 .973000 -19.032
19 (PU) .0000 -14.5946 45.0000 25.0000 .962000 -19.498
20 (PQ) .0000 .0000 18.0000 3.0000 .957380 -18.676
21 (PQ) .0000 .0000 14.0000 8.0000 .958461 -17.130
22 (PQ) .0000 .0000 10.0000 5.0000 .970021 -14.625
23 (PQ) .0000 .0000 7.0000 3.0000 1.000718 -9.788
24 (PU) -13.0000 -10.2023 .0000 .0000 .992000 -10.037
25 (PU) 220.0000 49.9156 .0000 .0000 1.050000 -2.675
26 (PU) 314.0000 6.7604 .0000 .0000 1.015000 -.651
27 (PU) -9.0000 4.0278 62.0000 13.0000 .968000 -15.281
28 (PQ) .0000 .0000 17.0000 7.0000 .961569 -17.000
29 (PQ) .0000 .0000 24.0000 4.0000 .963215 -17.986
30 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .986790 -11.355
31 (PU) 7.0000 32.7786 43.0000 27.0000 .967000 -17.867
32 (PU) .0000 -17.5336 59.0000 23.0000 .963000 -15.838
33 (PQ) .0000 .0000 23.0000 9.0000 .970690 -19.950
34 (PU) .0000 -15.3401 59.0000 26.0000 .984000 -19.300
35 (PQ) .0000 .0000 33.0000 9.0000 .980365 -19.758
36 (PU) .0000 8.5832 31.0000 17.0000 .980000 -19.758
37 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .990146 -18.845
38 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .963880 -13.082
39 (PQ) .0000 .0000 27.0000 11.0000 .969814 -22.148
40 (PU) -46.0000 28.8308 20.0000 23.0000 .970000 -23.178
41 (PQ) .0000 .0000 37.0000 10.0000 .966818 -23.579
42 (PU) -59.0000 41.5498 37.0000 23.0000 .985000 -21.860
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Tabela B5.1  Podatoci za jazlite (prodol`enie) 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

43 (PQ) .0000 .0000 18.0000 7.0000 .976880 -19.190
44 (PQ) .0000 .0000 16.0000 8.0000 .984047 -16.469
45 (PQ) .0000 .0000 53.0000 22.0000 .986067 -14.553
46 (PU) 19.0000 -4.6401 28.0000 10.0000 1.005000 -11.687
47 (PQ) .0000 .0000 34.0000 .0000 1.016960 -9.413
48 (PQ) .0000 .0000 20.0000 11.0000 1.020627 -10.222
49 (PU) 204.0000 117.4126 87.0000 30.0000 1.025000 -9.213
50 (PQ) .0000 .0000 17.0000 4.0000 1.001075 -11.258
51 (PQ) .0000 .0000 17.0000 8.0000 .966862 -13.883
52 (PQ) .0000 .0000 18.0000 5.0000 .956803 -14.838
53 (PQ) .0000 .0000 23.0000 11.0000 .945975 -15.818
54 (PU) 48.0000 3.9287 113.0000 32.0000 .955000 -14.910
55 (PU) .0000 4.6642 63.0000 22.0000 .952000 -15.201
56 (PU) .0000 -2.2835 84.0000 18.0000 .954000 -15.014
57 (PQ) .0000 .0000 12.0000 3.0000 .970574 -13.802
58 (PQ) .0000 .0000 12.0000 3.0000 .959030 -14.660
59 (PU) 155.0000 80.2277 277.0000 113.0000 .985000 -10.829
60 (PQ) .0000 .0000 78.0000 3.0000 .993148 -6.937
61 (PU) 160.0000 -41.8086 .0000 .0000 .995000 -6.037
62 (PU) .0000 1.2741 77.0000 14.0000 .998000 -6.657
63 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .969713 -7.239
64 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .984177 -5.509
65 (PU) 391.0000 76.8112 .0000 .0000 1.005000 -2.390
66 (PU) 392.0000 -2.1727 39.0000 18.0000 1.050000 -2.604
67 (PQ) .0000 .0000 28.0000 7.0000 1.019682 -5.243
68 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 1.003428 -2.475
69 (S ) 514.2864 -84.4971 .0000 .0000 1.035000 .000
70 (PU) .0000 8.6216 66.0000 20.0000 .984000 -7.112
71 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .985822 -7.264
72 (PU) -12.0000 -5.2273 .0000 .0000 .980000 -11.340
73 (PU) -6.0000 11.8847 .0000 .0000 .991000 -7.487
74 (PU) .0000 -10.6787 68.0000 27.0000 .958000 -8.169
75 (PQ) .0000 .0000 47.0000 11.0000 .969457 -6.981
76 (PU) .0000 3.2525 68.0000 36.0000 .943000 -8.104
77 (PU) .0000 10.7896 61.0000 28.0000 1.006000 -3.199
78 (PQ) .0000 .0000 71.0000 26.0000 1.003424 -3.503
79 (PQ) .0000 .0000 39.0000 32.0000 1.009223 -3.205
80 (PU) 477.0000 111.1775 130.0000 26.0000 1.040000 -.962
81 (PQ) .0000 .0000 .0000 .0000 .998171 -1.932
82 (PQ) .0000 .0000 54.0000 27.0000 .988702 -2.682
83 (PQ) .0000 .0000 20.0000 10.0000 .984656 -1.492
84 (PQ) .0000 .0000 11.0000 7.0000 .980007 1.041
85 (PU) .0000 -6.2472 24.0000 15.0000 .985000 2.604
86 (PQ) .0000 .0000 21.0000 10.0000 .986691 1.234
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Tabela B5.1  Podatoci za jazlite (prodol`enie) 

Jazol Mo}nost na izvorite Mo}nost na potro{uva~ite Napon na jazolot 
 MW Mvar MW Mvar U (per unit) θ ( ° )  

87 (PU) 4.0000 11.0216 .0000 .0000 1.015000 1.494
88 (PQ) .0000 .0000 48.0000 10.0000 .987453 5.739
89 (PU) 607.0000 -5.9057 .0000 .0000 1.005000 9.797
90 (PU) -85.0000 59.3081 78.0000 42.0000 .985000 3.387
91 (PU) -10.0000 -13.0880 .0000 .0000 .980000 3.399
92 (PU) .0000 -15.4631 65.0000 10.0000 .990000 3.929
93 (PQ) .0000 .0000 12.0000 7.0000 .985449 .897
94 (PQ) .0000 .0000 30.0000 16.0000 .989860 -1.270
95 (PQ) .0000 .0000 42.0000 31.0000 .980380 -2.243
96 (PQ) .0000 .0000 38.0000 15.0000 .992353 -2.410
97 (PQ) .0000 .0000 15.0000 9.0000 1.011202 -2.036
98 (PQ) .0000 .0000 34.0000 8.0000 1.023509 -2.519
99 (PU) -42.0000 -17.5355 .0000 .0000 1.010000 -2.885
100 (PU) 252.0000 93.9504 37.0000 18.0000 1.017000 -1.893
101 (PQ) .0000 .0000 22.0000 15.0000 .991420 -.305
102 (PQ) .0000 .0000 5.0000 3.0000 .989131 2.413
103 (PU) 40.0000 75.4225 23.0000 16.0000 1.010000 -5.634
104 (PU) .0000 2.3885 38.0000 25.0000 .971000 -8.204
105 (PU) .0000 -18.3349 31.0000 26.0000 .965000 -9.308
106 (PQ) .0000 .0000 43.0000 16.0000 .961146 -9.568
107 (PU) -22.0000 6.5579 28.0000 12.0000 .952000 -12.369
108 (PQ) .0000 .0000 2.0000 1.0000 .966212 -10.508
109 (PQ) .0000 .0000 8.0000 3.0000 .967026 -10.961
110 (PU) .0000 .2811 39.0000 30.0000 .973000 -11.808
111 (PU) 36.0000 -1.8438 .0000 .0000 .980000 -10.163
112 (PU) -43.0000 41.5117 25.0000 13.0000 .975000 -14.907
113 (PU) -6.0000 7.7854 .0000 .0000 .993000 -16.830
114 (PQ) .0000 .0000 8.0000 3.0000 .960092 -16.166
115 (PQ) .0000 .0000 22.0000 7.0000 .960022 -16.174
116 (PU) -184.0000 46.8929 .0000 .0000 1.005000 -2.909
117 (PQ) .0000 .0000 20.0000 8.0000 .973824 -19.730
118 (PQ) .0000 .0000 33.0000 15.0000 .950575 -7.964

 

Tabela B5.2  Podatoci za jazlite so kontroliran napon 

 
Jazol 

Efektivna vrednost 
na naponot 

Reaktivna mo}nost na izvorite 
Mvar 

 per unit Qmin  Qmax  
1 .9550 -5.0000 15.0000
4 .9980 -300.0000 300.0000
6 .9900 -13.0000 50.0000
8 1.0150 -300.0000 300.0000

10 1.0500 -147.0000 200.0000
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Tabela B5.2  Podatoci za jazlite so kontroliran napon (prodol`enie) 

 
Jazol 

Efektivna vrednost 
na naponot 

Reaktivna mo}nost na izvorite 
Mvar 

 per unit Qmin  Qmax  
12 .9900 -35.0000 120.0000
15 .9700 -10.0000 30.0000
18 .9730 -16.0000 50.0000
19 .9620 -24.0000 24.0000
24 .9920 -300.0000 300.0000
25 1.0500 -47.0000 140.0000
26 1.0150 -1000.0000 1000.0000
27 .9680 -300.0000 300.0000
31 .9670 -300.0000 300.0000
32 .9630 -24.0000 42.0000
34 .9840 -24.0000 24.0000
36 .9800 -8.0000 24.0000
40 .9700 -300.0000 300.0000
42 .9850 -300.0000 300.0000
46 1.0050 -100.0000 100.0000
49 1.0250 -85.0000 210.0000
54 .9550 -300.0000 300.0000
55 .9520 -8.0000 23.0000
56 .9540 -8.0000 15.0000
59 .9850 -60.0000 180.0000
61 .9950 -100.0000 300.0000
62 .9980 -20.0000 20.0000
65 1.0050 -67.0000 200.0000
66 1.0500 -67.0000 200.0000
70 .9840 -10.0000 32.0000
72 .9800 -100.0000 100.0000
73 .9910 -100.0000 100.0000
74 .9580 -16.0000 9.0000
76 .9430 -8.0000 23.0000
77 1.0060 -20.0000 70.0000
80 1.0400 -165.0000 280.0000
85 .9850 -8.0000 23.0000
87 1.0150 -100.0000 1000.0000
89 1.0050 -210.0000 300.0000
90 .9850 -300.0000 300.0000
91 .9800 -100.0000 100.0000
92 .9900 -23.0000 9.0000
99 1.0100 -100.0000 100.0000

100 1.0170 -50.0000 155.0000
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Tabela B5.2  Podatoci za jazlite so kontroliran napon (prodol`enie) 

 
Jazol 

Efektivna vrednost 
na naponot 

Reaktivna mo}nost na izvorite 
Mvar 

 per unit Qmin  Qmax  
103 1.0100 -15.0000 80.0000
104 .9710 -8.0000 23.0000
105 .9650 -28.0000 23.0000
107 .9520 -200.0000 200.0000
110 .9730 -8.0000 23.0000
111 .9800 -100.0000 1000.0000
112 .9750 -100.0000 1000.0000
113 .9930 -100.0000 200.0000
116 1.0050 -1000.0000 1000.0000

 

Tabela B5.3  Podatoci za kondenzatorskite baterii  
i/ili reaktorite kaj jazlite 

Jazol Napre~na susceptancija 
 per unit 
5 -.4000
34 .1400
37 -.2500
44 .1000
45 .1000
46 .1000
48 .1500
74 .1200
79 .2000
82 .2000
83 .1000

105 .2000
107 .0600
110 .0600
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Tabela B5.4  Parametri na elementite 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
1 1 - 2 .030300 .099900 .025400
2 1 - 3 .012900 .042400 .010820
3 4 - 5 .001700 .007980 .002100
4 3 - 5 .024100 .108000 .028400
5 5 - 6 .011900 .054000 .014260
6 6 - 7 .004590 .020800 .005500
7 8 - 9 .002440 .030500 1.162000
8 5 - 8 .000000 .026700 .000000 1.015200
9 9 - 10 .002580 .032200 1.230000
10 4 - 11 .020900 .068800 .017480
11 5 - 11 .020300 .068200 .017380
12 11 - 12 .005950 .019600 .005020
13 2 - 12 .018700 .061600 .015720
14 3 - 12 .048400 .160000 .040600
15 7 - 12 .008620 .034000 .008740
16 11 - 13 .022250 .073100 .018760
17 12 - 14 .021500 .070700 .018160
18 13 - 15 .074400 .244400 .062680
19 14 - 15 .059500 .195000 .050200
20 12 - 16 .021200 .083400 .021400
21 15 - 17 .013200 .043700 .044400
22 16 - 17 .045400 .180100 .046600
23 17 - 18 .012300 .050500 .012980
24 18 - 19 .011190 .049300 .011420
25 19 - 20 .025200 .117000 .029800
26 15 - 19 .012000 .039400 .010100
27 20 - 21 .018300 .084900 .021600
28 21 - 22 .020900 .097000 .024600
29 22 - 23 .034200 .159000 .040400
30 23 - 24 .031500 .049200 .049800
31 23 - 25 .015600 .080000 .086400
32 25 - 26 .000000 .038200 .000000 1.041700
33 25 - 27 .031800 .163000 .176400
34 27 - 28 .019130 .085500 .021600
35 28 - 29 .023700 .094300 .023800
36 17 - 30 .000000 .038800 .000000 1.041700
37 8 - 30 .004310 .050400 .514000
38 26 - 30 .007990 .086000 .908000
39 17 - 31 .047400 .156300 .039900
40 29 - 31 .010800 .033100 .008300
41 23 - 32 .031700 .115300 .117300
42 31 - 32 .029800 .098500 .025100
43 27 - 32 .022900 .075500 .019260
44 15 - 33 .038000 .124400 .031940
45 19 - 34 .075200 .247000 .063200
46 35 - 36 .002240 .010200 .002680
47 35 - 37 .011000 .049700 .013180
48 33 - 37 .041500 .142000 .036600
49 34 - 36 .008710 .026800 .005680
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Tabela B5.4  Parametri na elementite (prodol`enie) 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
50 34 - 37 .002560 .009400 .009840
51 37 - 38 .000000 .037500 .000000 1.069500
52 37 - 39 .032100 .106000 .027000
53 37 - 40 .059300 .168000 .042000
54 30 - 38 .004640 .054000 .422000
55 39 - 40 .018400 .060500 .015520
56 40 - 41 .014500 .048700 .012220
57 40 - 42 .055500 .183000 .046600
58 41 - 42 .041000 .135000 .034400
59 43 - 44 .060800 .245400 .060680
60 34 - 43 .041300 .168100 .042260
61 44 - 45 .022400 .090100 .022400
62 45 - 46 .040000 .135600 .033200
63 46 - 47 .038000 .127000 .031600
64 46 - 48 .060100 .189000 .047200
65 47 - 49 .019100 .062500 .016040
66 42 - 49 .071500 .323000 .086000
67 42 - 49 .071500 .323000 .086000
68 45 - 49 .068400 .186000 .044400
69 48 - 49 .017900 .050500 .012580
70 49 - 50 .026700 .075200 .018740
71 49 - 51 .048600 .137000 .034200
72 51 - 52 .020300 .058800 .013960
73 52 - 53 .040500 .163500 .040580
74 53 - 54 .026300 .122000 .031000
75 49 - 54 .073000 .289000 .073800
76 49 - 54 .086900 .291000 .073000
77 54 - 55 .016900 .070700 .020200
78 54 - 56 .002750 .009550 .007320
79 55 - 56 .004880 .015100 .003740
80 56 - 57 .034300 .096600 .024200
81 50 - 57 .047400 .134000 .033200
82 56 - 58 .034300 .096600 .024200
83 51 - 58 .025500 .071900 .017880
84 54 - 59 .050300 .229300 .059800
85 56 - 59 .082500 .251000 .056900
86 56 - 59 .080300 .239000 .053600
87 55 - 59 .047390 .215800 .056460
88 59 - 60 .031700 .145000 .037600
89 59 - 61 .032800 .150000 .038800
90 60 - 61 .002640 .013500 .014560
91 60 - 62 .012300 .056100 .014680
92 61 - 62 .008240 .037600 .009800
93 59 - 63 .000000 .038600 .000000 1.041700
94 63 - 64 .001720 .020000 .216000
95 61 - 64 .000000 .026800 .000000 1.015200
96 38 - 65 .009010 .098600 1.046000
97 64 - 65 .002690 .030200 .380000
98 49 - 66 .018000 .091900 .024800
99 49 - 66 .018000 .091900 .024800
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Tabela B5.4  Parametri na elementite (prodol`enie) 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
100 62 - 66 .048200 .218000 .057800
101 62 - 67 .025800 .117000 .031000
102 65 - 66 .000000 .037000 .000000 .935000
103 66 - 67 .022400 .101500 .026820
104 65 - 68 .001380 .016000 .638000
105 47 - 69 .084400 .277800 .070920
106 49 - 69 .098500 .324000 .082800
107 68 - 69 .000000 .037000 .000000 .935000
108 69 - 70 .030000 .127000 .132000
109 24 - 70 .102210 .411500 .101980
110 70 - 71 .008820 .035500 .008780
111 24 - 72 .048800 .196000 .048800
112 71 - 75 .044600 .180000 .044440
113 71 - 73 .008660 .045400 .011780
114 70 - 74 .040100 .132300 .033680
115 70 - 75 .042800 .141000 .036000
116 69 - 75 .040500 .122000 .124000
117 74 - 75 .012300 .040600 .010340
118 76 - 77 .044400 .148000 .036800
119 69 - 77 .030900 .101000 .103800
120 75 - 77 .060100 .199900 .049780
121 77 - 78 .003760 .012400 .012640
122 78 - 79 .005460 .024400 .006480
123 77 - 80 .017000 .048500 .047200
124 77 - 80 .029400 .105000 .022800
125 79 - 80 .015600 .070400 .018700
126 68 - 81 .001750 .020200 .808000
127 80 - 81 .000000 .037000 .000000 1.069500
128 77 - 82 .029800 .085300 .081740
129 82 - 83 .011200 .036650 .037960
130 83 - 84 .062500 .132000 .035800
131 83 - 85 .043000 .148000 .034800
132 84 - 85 .030200 .064100 .012340
133 85 - 86 .035000 .123000 .027600
134 86 - 87 .028280 .207400 .044500
135 85 - 88 .020000 .102000 .027600
136 85 - 89 .023900 .173000 .047000
137 88 - 89 .013900 .071200 .019340
138 89 - 90 .051800 .188000 .052800
139 89 - 90 .023800 .099700 .106000
140 90 - 91 .025400 .083600 .021400
141 89 - 92 .009900 .050500 .054800
142 89 - 92 .039300 .158100 .041400
143 91 - 92 .038700 .127200 .032680
144 92 - 93 .025800 .084800 .021800
145 92 - 94 .048100 .158000 .040600
146 93 - 94 .022300 .073200 .018760
147 94 - 95 .013200 .043400 .011100
148 80 - 96 .035600 .182000 .049400
149 82 - 96 .016200 .053000 .054400
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Tabela B5.4  Parametri na elementite (prodol`enie) 

E l e m e n t  Nadol`na otpornost Napre~na Prenosen 
Reden Pome|u jazlite aktivna reaktivna susceptancija odnos 
broj k  l per unit per unit per unit per unit 
150 94 - 96 .026900 .086900 .023000
151 80 - 97 .018300 .093400 .025400
152 80 - 98 .023800 .108000 .028600
153 80 - 99 .045400 .206000 .054600
154 92 - 100 .064800 .295000 .077200
155 94 - 100 .017800 .058000 .060400
156 95 - 96 .017100 .054700 .014740
157 96 - 97 .017300 .088500 .024000
158 98 - 100 .039700 .179000 .047600
159 99 - 100 .018000 .081300 .021600
160 100 - 101 .027700 .126200 .032800
161 92 - 102 .012300 .055900 .014640
162 101 - 102 .024600 .112000 .029400
163 100 - 103 .016000 .052500 .053600
164 100 - 104 .045100 .204000 .054100
165 103 - 104 .046600 .158400 .040700
166 103 - 105 .053500 .162500 .040800
167 100 - 106 .060500 .229000 .062000
168 104 - 105 .009940 .037800 .009860
169 105 - 106 .014000 .054700 .014340
170 105 - 107 .053000 .183000 .047200
171 105 - 108 .026100 .070300 .018440
172 106 - 107 .053000 .183000 .047200
173 108 - 109 .010500 .028800 .007600
174 103 - 110 .039060 .181300 .046100
175 109 - 110 .027800 .076200 .020200
176 110 - 111 .022000 .075500 .020000
177 110 - 112 .024700 .064000 .062000
178 17 - 113 .009130 .030100 .007680
179 32 - 113 .061500 .203000 .051800
180 32 - 114 .013500 .061200 .016280
181 27 - 115 .016400 .074100 .019720
182 114 - 115 .002300 .010400 .002760
183 68 - 116 .000340 .004050 .164000
184 12 - 117 .032900 .140000 .035800
185 75 - 118 .014500 .048100 .011980
186 76 - 118 .016400 .054400 .013560
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